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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Il gas di elettroni stratificato

Il modello del gas di elettroni stratificato a cui ci riferiamo con la sigla LEG (dall’
inglese ’layered electron gas’) consiste di una matrice regolare di Np piani paralleli,
in ciascuno dei quali sono confinati N elettroni di massa m e carica e, interagenti
attraverso il potenziale Coulombiano tridimensionale 1/|R| ed immersi in un fondo
inerte rigido ed uniforme di cariche di segno opposto, che assicura la neutralità di
carica totale del sistema. Più sinteticamente definiremo il LEG come una serie di Np

jellium bidimensionali ad una componente (2DJ), paralleli tra loro e con spaziatura
d costante.

Questo modello estremamente anisotropo di un gas di elettroni in una strut-
tura stratificata rappresenta naturalmente una semplificazione estrema rispetto a
qualunque sistema fisico realizzabile in laboratorio o esistente in natura. Nonos-
tante questo, esso serve come prototipo per sistemi più realistici (in cui ad esempio
si dà spessore non nullo ai piani, si permette agli elettroni di saltare tra piani di-
versi, ecc . . . ), e spesso è usato come prima approssimazione per studiare le proprietà
elettroniche di materiali naturali o artificiali con strutture anisotrope.

D’ altra parte il modello ’matematico’ del LEG è un esempio di sistema Coulom-
biano inomogeneo idoneo ad essere studiato con gli strumenti della meccanica sta-
tistica, anche come caso intermedio nella transizione tra regimi di diversa dimen-
sionalità spaziale. Nel limite di grande separazione tra i piani, il LEG si comporta
qualitativamente come una serie di 2DJ isolati, mentre in quello di piccola sepa-
razione tra i piani, il LEG si comporta qualitativamente come un gas di elettroni
tridimensionale.

Nel lavoro di tesi metteremo in evidenza la rilevanza fisica del LEG presentando
diversi sistemi fisici naturali o artificiali, che possono essere schematizzati in prima
approssimazione mediante tale modello. Per Np = 1 il LEG si riduce ad un 2DJ che
nel limite classico costituisce un modello per elettroni intrappolati sulla superficie
dell’ He liquido [1, 2] (sistema importante per lo studio della cristallizzazione di
Wigner di un sistema quasi bidimensionale di elettroni quasi classici), mentre nel

1
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limite di plasma degenere è impiegato per studiare il sistema di elettroni degli strati
di inversione in semiconduttori [3, 4]. Il carattere bidimensionale della dinamica
degli elettroni nei due sistemi appena citati è stato ben stabilito da una vasta serie
di esperimenti.

Per Np ≫ 1 il LEG serve come prima approssimazione per tutti quei sistemi di
laboratorio catalogabili sotto il nome di super-reticoli stratificati. Questi si dividono
in due classi complementari: quella dei composti intercalati e quella dei materiali
artificialmente stratificati.

Nel processo di intercalazione atomi o molecole sono incorporati tra gli strati di
un materiale ospitante naturalmente stratificato. I composti intercalati che meglio
sono schematizzati dal LEG sono quelli che hanno come materiale ospitante o di-
calcogenuri di metalli di transizione (TiS2, TaS2) o la grafite. Data comunque l’
eccezionale capacità della grafite di fornire super-reticoli con alto ordine cristallino
e periodicità molto fedele (anche per Np elevati), i composti intercalati della grafite
(GICs) sono stati certamente quelli a cui il modello teorico del LEG è stato più
frequentemente applicato per studiare le proprietà elettroniche degli strati di grafite
(a partire dal lavoro pionieristico di Visscher e Falicov [5]). Per quanto riguarda la
modellizzazione degli intercalati, osserviamo che in alcuni composti di intercalazione
si sono osservate fasi ordinate delle strutture intraplanari degli strati di intercalato.
In molti composti (come C8Cs, C24Cs, C24K, Ag1/3TiS2) sono state direttamente
osservate transizioni di fase solido-liquido negli intercalati. Nel costruire modelli
teorici per la descrizione della fase ordinata e delle transizioni di fase, è necessario
decidere inizialmente se il giusto punto di partenza sia un modello di gas retico-
lare od un continuo. Nel caso dei dicalcogenuri di metalli di transizione gli atomi
di intercalato (Ag, Li, . . . ) sono confinati in siti specifici rendendo appropriata la
descrizione tramite il reticolo. D’ altra parte esperimenti di diffusioni di raggi X su
C24Cs, C24K, RbC24, indicano che in questi materiali l’ intercalato non è in registro
col reticolo della grafite ne’ ad alte, ne’ a basse temperature. Essi suggeriscono che
ad alte temperature è possibile utilizzare un modello di liquido bidimensionale per la
descrizione della struttura dell’ intercalato. Questa assunzione è stata utilizzata da
Plischke [6] e da Miesenböck e Tosi [7] per costruire potenziali di coppia effettivi tra
gli ioni alcalini degli intercalati, utilizzando la funzione dielettrica statica in RPA
del LEG schermante [6] e con le correzioni dovute allo scambio ed alle correlazioni
Coulombiane a corto raggio intraplanari [7].

La seconda classe di super-reticoli stratificati sono i super-reticoli a semicon-
duttori. Queste sono strutture stratificate artificialmente attraverso la giunzione
(eterogiunzione) di semiconduttori con diversi ’band-gap’ (intervalli di energie proib-
ite). Le discontinuità del band-gap risultante dell’ intero super-reticolo sulle eterogiun-
zioni, creano una serie di buche di potenziale unidimensionali lungo la direzione ẑ di
crescita del super-reticolo. Tali buche di potenziale vengono riempite attraverso tec-
niche di drogaggio e quantizzano il moto degli elettroni lungo la direzione di crescita
del super-reticolo, confinandoli su strati ortogonali a ẑ, quando esse siano sufficien-
temente profonde. In un super-reticolo artificiale, lo spettro di singola particella per
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il moto lungo la direzione di crescita del reticolo è caratterizzato da una serie di
sotto-bande corrispondenti agli stati discreti di buca-quantistica. I super-reticoli a
semiconduttori si dividono a loro volta in quelli di tipo I e quelli di tipo II, a seconda
del tipo di portatori intrappolati nelle buche quantistiche: in quelli di tipo I (tra cui
il più comune è GaAs/AlxGa1−xAs) i portatori sono tutti elettroni; in quelli di tipo
II (ad esempio GaSb/InAs) strati di elettroni sono alternati a strati di buche.

Nel lavoro di tesi presenteremo le proprietà di schermo del LEG ricavabili dallo
studio di alcuni modelli teorici nell’ ambito della teoria della risposta lineare, che
sono stati applicati al LEG in letteratura: LEG non interagente (nella cui trattazione
introdurremo la funzione di risposta di Lindhard di un 2DJ e quella di Vlasov dell’
analogo sistema classico), LEG in RPA (del quale descriveremo anche le eccitazioni
collettive), correzioni di campo locale nel LEG (in STLS per trovare il potenziale
interionico schermato dagli elettroni su i piani di grafite dei GICs, o col metodo di
S̀wierkowski ed al. [8] per mostrare che per effetto delle interazioni interstrato tra
gli elettroni la densità critica per la cristallizzazione di Wigner in un 2DJ isolato è
inferiore a quella di un 2DJ inserito in un LEG).

Gran parte dei contributi originali del lavoro di tesi riguardano l’ analisi di alcune
regole di somma del gas di elettroni stratificato nel limite classico e dei comporta-
menti asintotici delle sue funzioni di correlazione troncate 1, per grandi separazioni
spaziali tra le particelle, che chiameremo ’clustering’. In particolare studieremo i
seguenti sistemi: il 2DJ classico (già ampiamente studiato in letteraturra), il LEG
con 2, 3 ed un numero finito di piani ed infine il LEG con un numero infinito di piani
come ’limite termodinamico’ del caso precedente. Il punto importante che abbiamo
voluto sottolineare è che per un monostrato ed in generale per un LEG con un nu-
mero finito di piani, un decadimento algebrico delle correlazioni ed un decadimento
algebrico del potenziale sono consistenti tra loro. Cioè tale situazione è compatibile
con l’ equazione di Poisson e con le equazioni di equilibrio sulle funzioni di corre-
lazione. In questo caso la mancanza di un decadimento con legge esponenziale nelle
funzioni di correlazione (clustering esponenziale) caratteristico dei sitemi omogenei
tridimensionali, è un effetto della limitatezza spaziale del sistema di cariche (lungo
ẑ). Ci aspettiamo quindi che per quanto riguarda il tipo di clustering compatibile
con le equazioni di equilibrio, il LEG con un numero infinito di piani che si estende
in tutto lo spazio 3D, abbia un comportamento diverso dal LEG con un numero
finito di piani. Vedremo che il LEG nel limite termodinamico sul numero di piani
è equivalente al sistema, meno realistico ma più semplice ’matematicamente’ [9] del
LEG con Np finito ma con condizioni cicliche sul primo e sull’ ultimo piano. Mostr-
eremo inoltre che in tale sistema preso per d→ 0 (quando diventa un continuo lungo
ẑ) il clustering esponenziale è compatibile con la struttura delle equazioni di equi-
librio. In tal caso il LEG ha un comportamento simile a quello di un Jellium ad una
componente di carica nel limite classico (abbreviato con la sigla OCP dall’ inglese
’One-Component-Plasma’) in 3D omogeneo (in cui valgono le stesse condizioni di

1Vedi (4.19) e (4.20)
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clustering [10]).

1.2 Regole di somma e andamenti asintotici

Nello studio dei fluidi carichi siamo guidati da tutta una serie di ’condizioni al
contorno’ esatte, sulle funzioni di correlazioni statiche e dinamiche del sistema di
particelle cariche all’ equilibrio termodinamico , su cui è possibile controllare risultati
numerici e teorici. Queste condizioni che chiameremo regole di somma, esprimono
sempre, in un modo o in un altro, le proprietà di schermo e di neutralità, caratter-
istiche fondamentali di un qualunque sistema Coulombiano.

Guidati dalle regole di somma note per il sistema dell’ OCP tridimensionale, e
riassunte nell’ articolo di rassegna di Ph.A.Martin [11], abbiamo trovato per alcune
di esse la forma assunta per il sistema del LEG, presentandone una derivazione
fondamentale basata sui principi della meccanica statistica. Per capire meglio di
cosa stiamo parlando, elenchiamo tali regole di somma come appaiono nell’ OCP
tridimensionale. Queste si dividono in due gruppi: quelle che riguardano la statica
del sistema e quelle che riguardano la dinamica.

(i) Statica.

Lo stato di equilibrio termodinamico di un sistema di N corpi è completamente
determinato dalla conoscenza delle N funzioni di distribuzione ridotte ad n corpi (n ≤
N) ρ(n)(r1, . . . , rn). Esse sono definite 2 in modo tale che ρ(n)(r1, . . . , rn)dr1 . . . drn
sia la probabilità che osservando la configurazione spaziale del sistema di N corpi,
un corpo sia nel volume dr1 intorno a r1, un secondo in dr2 intorno a r2, ecc . . ..
In genere si trattano in pratica solo le prime due o tre distribuzioni ridotte. Gran
parte delle informazioni sulla struttura dei sistemi fluidi deriva dalla conoscenza
della funzione di distribuzione radiale g(r) = ρ(2)(r, O)/n2 o del fattore di struttura
statico S(q). Queste funzioni sono legate dalla relazione:

S(q) = 1 + n
∫

dre−iqr[g(r)− 1] , (1.1)

dove n è la densità di particelle del sistema. La divergenza del potenziale Coulom-
biano per |r| = 0 impone che nel sistema classico si abbia lim|r|→0 g(|r|) = 0; inoltre
due particelle a grande distanza sono scorrelate cos̀ı che lim|r|→∞ g(|r|) = 1; infine
per la (4.28) si ha lim|q|→∞ S(q) = 1. Il comportamento di S(q) per piccoli |q| è
in generale, meno ovvio e costituisce l’ aspetto più caratteristico della statica dell’
OCP. Esso è soggetto alle seguenti regole di somma:

• Regola di somma di carica o di elettroneutralità e regole di somma multipolari.

lim
|q|→0

S(q) = 0 ovvero n
∫

dr[g(r)− 1] = −1 , (1.2)

2Vedi l’ introduzione al capitolo 2
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esprime il fatto che la nuvola di cariche schermante una carica e del fluido ha
una carica totale −e (schermo completo).

La regola di somma di carica costituisce la più semplice di un insieme di
regole di somma, chiamate multipolari, che dipendono dal tipo di decadimento
asintotico delle funzioni di correlazione troncate del sistema Coulombiano per
grandi separazioni spaziali tra le cariche (vedi la proposizione 2.2 in [11]). Le
regole di somma multipolari (l,n), espresse in termini delle armoniche sferiche
Yl,m(r̂), per r1 6= . . . 6= rn hanno la seguente forma:

∫

dr|r|lYl,m(r̂)[ρ(r, r1, . . . , rn)− ρ(r)ρ(r1, . . . , rn) (1.3)

+
∑

i

δ(r− ri)ρ(r1, . . . , rn)] = 0 . (1.4)

L’ origine di queste regole di somma risiede nella natura a lungo raggio del
potenziale Coulombiano. Esse non sono influenzate da interazioni a raggio
finito tra le particelle ed esprimono il fatto che le correlazioni non possono
decrescere ’più velocemente’ dell’ interazione totale (quella diretta più quella
indotta).

• Regola di somma di Stillinger-Lovett o condizione sul secondo momento.

lim
|q|→0

S(q)

|q|2 =
1

K2
D

ovvero n
∫

dr|r|2[g(r)− 1] = − 6

K2
D

, (1.5)

esprime la capacità del fluido di schermare una qualunque distribuzione di car-
ica esterna su una distanza dell’ ordine della lunghezza di schermo di Debye-
Hückel λD = K−1

D = 1/
√
4πnβe2 (dove β = 1/KBT ).

• Regola di somma sulla compressibilità o condizione sul quarto momento.

lim
|q|→0

S(q)− |q|2/K2
D

|q|4 = −χ
o
T

χT

1

K4
D

ovvero

n
∫

dr|r|4[g(r)− 1] = −χ
o
T

χT

120

K4
D

, (1.6)

esprime il fatto che la risposta del fluido ad una perturbazione statica con
grande lunghezza d’ onda (corrispondente ad una compressione uniforme) deve
essere legata alla compressibilità termodinamica χT del fluido (con χ−1

T =
n(∂p/∂n)T,N ). Abbiamo indicato con χo

T la compressibilità isotermica di un
gas ideale classico, cioè β/n.

La proprietà rilevante dei sistemi Coulombiani classici è che le correlazioni pos-
sono decadere, e spesso decadono, molto più velocemente di una qualunque potenza
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inversa della distanza tra le particelle [10]. Quando questo accade lo schermo delle
cariche fisse è perfetto. La densità di particelle in eccesso non ha momenti di mul-
tipolo di alcun ordine.

Dall’ analisi di Alastuey e Martin [10] sul decadimento delle correlazioni di fluido
classico, ricaviamo che se il potenziale di interazione tra le particelle φ(r) ha un
andamento a grandi |r| del tipo φ(r) ∼ |r|−s, allora le funzioni di correlazione
troncate di uno stato di equilibrio dell’ OCP non possono decadere più velocemente
di |r|−(6−s) quando 0 < s < 2 e s 6= 1 e più velocemente di |r|−3 quando 2 ≤ s <
3. Il caso Coulombiano s = 1 è l’ unico 3 in cui il decadimento delle funzioni di
correlazione deve essere [10] più veloce di qualunque potenza inversa della distanza
(in accordo con la teoria di Debye-Hückel) 4.

In questo lavoro di tesi presenteremo le proprietà di clustering delle funzioni di
correlazione del 2DJ che è già stato studiato in Ref. [10], e del LEG per Np = 2, 3
e ∞.

Le regole di somma sono importanti nello studio dei plasmi fortemente accop-
piati, dove l’ interazione Coulombiana tra le particelle gioca un ruolo essenziale e
non può essere considerata una debole perturbazione. In questo limite di forte ac-
coppiamento ogni relazione esatta fornisce informazioni importanti. Inoltre, se si
possiede una funzione di correlazione di coppia ottenuta da teorie approssimate e si
vogliono ricavare informazioni su correlazioni di ordine maggiore, allora dovremmo
usare costruzioni che rispettino le regole di somma. Infine, simili controlli sono nec-
essari nel derivare equazioni integrali approssimate per la funzione di correlazione di
coppia, chiudendo con un ’ansatz’ opportuno ad esempio le equazioni di equilibrio
gerarchiche di Born-Green-Yvon (BGY).

(ii) Dinamica.

Lo stato dinamico di un sistema classico di N corpi ad ogni istante temporale
t, è definito dalle funzioni di correlazione ρ(r,v; r′,v′; . . . ; t|r1,v1; . . . ; rn,vn) tra un
insieme di particelle con posizioni e velocità r,v; r′,v′; . . . al tempo t ed un altro
r1,v1; . . . ; rn,vn al tempo t = 0 (definite nella sottosezione 4.6.1). Ometteremo
nelle funzioni di correlazione le variabili di velocità su cui integriamo.

Anche la dinamica di un fluido carico classico offre una serie di proprietà par-
ticolari: in presenza di uno sbilanciamento di cariche, provocato da cause esterne,
il sistema tenderà a ristabilire la neutralità di carica. Però a differenza del caso
statico, la nuvola di cariche coinvolta in tale processo avrà in generale dei multipoli
non nulli in conseguenza: (i) degli effetti di inerzia che impediscono l’ istantanea
formazione dello schermo perfetto; (ii) dei processi di collisione tra le particelle che

3Per s > 3 (caso integrabile) le correlazioni decadono esattamente come |x|−s. Infine se φ è a
raggio finito, il clustering è esponenziale.

4È stato verificato esplicitamente da Jancovici [12] che , per l’ OCP bidimensionale con inter-
azione − ln(r/ro) a βe2 = 2, le correlazioni hanno un decadimento gaussiano.
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rompono lo schermo perfetto della nuvola. Per questo motivo le correlazioni dipen-
denti dal tempo non mostrano un clustering esponenziale nello spazio, nemmeno
nell’ intervallo di parametri termodinamici caratteristici per una fase di plasma.

Soltanto un numero limitato di regole di somma rimarranno vere nel caso dinam-
ico:

• Generalizzazione della regola di somma di carica. La regola di somma di carica
vale a tutti i tempi, quando specifichiamo velocità e posizione delle particelle
fissate inizialmente:

∫

drρ(r; t|r1,v1; . . . ; rn,vn) = 0 . (1.7)

• Generalizzazione della regola di somma di dipolo. La regola di somma di dipolo
vale a tutti i tempi, quando specifichiamo solo la posizione delle particelle
fissate inizialmente:

∫

drrρ(r; t|r1; . . . ; rn) = 0 . (1.8)

• Generalizzazione della regola di somma di Stillinger-Lovett.

lim
|q|→0

S(q; t)

|q|2 =
cos(ωpt)

K2
D

. (1.9)

dove adesso S(q; t) è la funzione di struttura dinamica di van Hove ed ωp è la

frequenza di plasma
√

4πne2/m.

Nessun’ altra regola di somma multipolare è soddisfatta dalle correlazioni dipen-
denti dal tempo dell’ OCP in 3D, come si deduce [13] dall’ espansione a piccoli tempi
per S(r;t). I coefficienti di t2, t4 e t6 di tale espansione decadono velocemente nello
spazio, se le correlazioni statiche hanno un decadimento asintotico esponenziale,
mentre il coefficiente di t8 decade algebricamente come 1/|r|10 per |r| → ∞.

Da una analisi del clustering spaziale compatibile con la gerarchia BBGKY
(Born-Bogolyubov-Green-Kirkwood-Yvon), si conclude che la funzione di struttura
dinamica deve decadere non più lentamente di 1/|r|6 [13].

Da questi argomenti, anche se non riusciamo a determinare l’ esatto compor-
tamento asintotico di S(r;t), ricaviamo forti indicazioni dell’ assenza di un regime
esponenziale nella dinamica dell’ OCP tridimensionale. Cioè S(q; t) non è mai ana-
litica a q = 0 per t 6= 0. Questo è qualitativamente diverso dalle previsioni della
teoria di campo medio (l’ approssimazione di Vlasov) che dà un fattore di struttura
analitico 5. Da questo punto di vista l’ effetto delle correlazioni a 3 e più punti non
può essere trascurato.

Nel lavoro di tesi ritroveremo per il LEG la regola di somma di carica dinamica, il
coefficiente di t2 dell’ espansione a piccoli tempi della funzione di struttura dinamica
e discuteremo il coefficiente di t4 di tale sviluppo in connessione con le eccitazioni
collettive, di singola particella e collisionali del LEG classico.

5La dinamica di Vlasov si riduce al moto ad un corpo in un potenziale di campo medio e non
include quindi i processi di collisione (vedi sezione 3.3)
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1.3 Motivazioni

Nel lavoro di tesi abbiamo descritto tre recenti lavori (due teorici ed uno sperimen-
tale) in cui il LEG assume ruoli diversi: Miesenböck e Tosi [7] utilizzano il LEG
come semplice modello del sistema di elettroni della grafite nei GICs, per ricavare
i potenziali effettivi di coppia negli intercalati metallici. S̀wierkowski e Neilson [8]
lo utilizzano come semplice modello del sistema di elettroni di una eterostruttura a
semiconduttori, per mostrare che in opportune strutture di buche quantistiche mul-
tiple è possibile aumentare la densità critica per la cristallizzazione di Wigner in un
liquido di elettroni bidimensionale in assenza di campo magnetico. Infine Eisenstein,
Pfeiffer e West [14] utilizzano il LEG con Np = 2 per determinare sperimentalmente
il valore assoluto ed il segno della compressibilità del gas di elettroni bidimensionale.

Questi lavori indicano l’ opportunità di trattare correttamente le correlazioni
Coulombiane tra elettroni giacenti su piani diversi, che chiameremo correlazioni
interpiano. In particolare in entrambi i modelli teorici proposti da Miesenböck e
Tosi e da S̀wierkowski e Neilson per lo studio della risposta dielettrica del LEG, si
trascurano le correlazioni Coulombiane interpiano a corto raggio: nel primo, i valori
dei parametri del modello permettono di trascurare, in prima approssimazione, tali
correlazioni interstrato; nel secondo si adotta fin dall’ inizio una approssimazione di
campo medio per la descrizione dell’ accoppiamento tra piani diversi.

Preliminare ad un raffinamento di queste teorie è lo studio per il modello del
LEG, delle regole di somma e del clustering delle correlazioni intrapiano e soprattutto
interpiano.

1.4 Approccio

Partendo dai principi della meccanica statistica abbiamo cercato regole di somma
sulle funzioni di correlazione statiche e dinamiche del modello del LEG nel lim-
ite classico. Ad esempio nell’ analisi della statica del LEG, seguendo l’ approccio
adottato da Martin nello studio delle regole di somma nei fluidi carichi [11], esplor-
eremo le conseguenze non banali dell’ assumere che le funzioni di correlazione di
equilibrio di un LEG nel limite termodinamico di piani infinitamente estesi, esistano
e soddisfino le equazioni integrali statiche identiche a quelle della gerarchia BGY
(Born-Green-Yvon) per il sistema classico con volume finito. Queste equazioni si
ricavano dalla gerarchia BBGKY dipendente dal tempo che descrive l’ evoluzione
delle funzioni di distribuzione ridotte a n-corpi dipendenti dalle posizioni e dalle
velocità, ρ(n)(r1,v1; . . . ; rn,vn; t). Tali equazioni saranno anche il punto di partenza
per lo studio della dinamica del LEG. La gerarchi BBGKY ha la forma [15]:

∂ρ(n)

∂t
= Hnρ

(n) + Cn,n+1ρ
(n+1) , (1.10)

dove H e C sono operatori lineari. Assumendo che ρ(n) sia un prodotto di una parte
Maxwelliana nelle velocità e di una parte puramente spaziale. La gerarchia BGY si
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ottiene ponendo ∂ρ(n)/∂t = 0.
Sappiamo che queste equazioni stazionarie e le BBGKY sono identità per le fun-

zioni di distribuzione dell’ insieme canonico o del gran canonico del LEG di volume
finito. Noi assumeremo a priori che esista il limite delle funzioni di distribuzione per
volume infinito del LEG a Np piani e che in tale limite, esse continuino a soddisfare
le stesse equazioni gerarchiche 6.

1.5 Scopo

Lo scopo del Lavoro di tesi è riassunto nei seguenti punti:

(i) Determinare alcune regole di somma della statica e della dinamica del LEG
classico.

(ii) Studiare la dipendenza dalla dimensionalità spaziale delle proprietà di clustering
spaziale delle funzioni di correlazione statiche di un sistema Coulombiano nel
limite classico, sfruttando la caratteristica del LEG di fornire un sistema di
cariche a metà strada tra l’ OCP in 2D e quello in 3D.

6È in generale ragionevole aspettarci che la seconda assunzione valga se vale la prima.



Capitolo 2

Sistemi elettronici bidimensionali

2.1 Il sistema di elettroni in 2D quantistico e clas-

sico

L’ interesse per lo studio del gas di elettroni in spazi di dimensione minore di tre è
certamente giustificato dalla convinzione che sia possibile approfondire la conoscenza
di un certo tipo di sistema studiando l’ influenza della dimensionalità spaziale sulle
sue proprietà fisiche; ma, soprattutto, è giustificato dal fatto che esistono situazioni
fisiche descrivibili in termini di un gas di elettroni quasi unidimensionale (1DEG)
o quasi bidimensionale (2DEG). Ad esempio elettroni quantistici in uno strato di
inversione di un sistema metallo-ossido-semiconduttore (MOS come ad esempio Si-
SiO2-metallo) [3, 4], o elettroni classici intrappolati dal potenziale immagine, sulla
superficie dell’ He liquido [1], formano un gas di elettroni quasi bidimensionale ed
hanno offerto negli anni ’70 l’ opportunità di sviluppare e studiare alcune nuove
aree della fisica importanti per la comprensione delle proprietà dei film sottili e delle
interfacce.

Il sistema ideale del gas bidimensionale di elettroni interagenti può essere parametriz-
zato da quattro costanti fondamentali: la massa m dell’ elettrone, la sua carica e
1, l’ area media che occupa 1/n2 ed infine la temperatura T = 1/βKB (dove nel
caso classico β−1 è la energia cinetica media per elettrone). In funzione di questi
parametri possiamo esprimere due costanti caratteristiche del sistema elettronico:
(i) la distanza media tra le particelle, ro, tale che πr2on2 = 1 ed a cui spesso ci si
riferisce in unità del raggio di Bohr (aB = h̄2/me2) indicandola con rs = ro/aB; (ii)
la costante di accoppiamento tra gli elettroni, definita come il rapporto tra l’ energia

1Indicheremo con e la carica effettiva dell’ elettrone. Chiamando eo l’ unità di carica elettrica,
avremo: (i) nel caso dello strato di inversione, in cui supponiamo il piano di elettroni circondato
da un mezzo (nel MOS il semiconduttore) di costante dielettrica ǫf , gli elettroni interagiscono
col potenziale Coulombiano tridimensionale con la carica effettiva e = −eo/

√
ǫf ; (ii) nel caso di

elettroni nello stato di superficie dovuto alle forze immagini di un dielettrico di costante dielettrica
ǫd questi interagiscono col potenziale Coulombiano tridimensionale con la carica effettiva e =
−eo

√

2/(1 + ǫd).

10
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potenziale Coulombiana media e l’ energia cinetica media per particella. La costante
di accoppiamento è data per un sistema classico da Γ = βe2/ro ed è proporzionale a√
n2, mentre per un sistema quantistico è la stessa rs = (mr2o/h̄

2)(e2/ro) ed è allora
proporzionale a 1/

√
n2.

2.2 Elettroni sulla superficie dell’ elio liquido

Un monostrato di elettroni intrappolati sulla superficie dell’ elio liquido costituisce
un buon esempio di sistema realizzabile in laboratorio e descrivibile (vedi ad esempio
[16]) col modello ideale di un 2DJ nel limite classico, (spesso definito il modello del
plasma ad una componente classico, bidimensionale abbreviato OCP (dall’ inglese
’One-Component-Plasma’) classico in 2D). Questo fatto è essenzialmente dovuto,
oltre che alla geometria del sistema fisico, alla sua proprietà di avere densità su-
perficiali di elettroni che possono essere variate di diversi ordini di grandezza e alla
proprietà della superficie dell’ elio di essere sufficientemente ’pulita’ (priva di trap-
pole, impurità libere cariche, centri diffusori, . . .).

Un elettrone in eccesso fuori da una superficie libera di He liquido può venir
legato proprio ’sopra’ la superficie (vedi figura 2.1) in una buca di potenziale formata

h

z

x
y

Elio liquido

B

A

....................
V=+V0

V=0

l

Figura 2.1: Rappresentazione schematica dell’ esperimento proposto da R.S.Crandal [17]
per creare un sistema bidimensionale di elettroni sulla superficie dell’ elio. Il piatto metallico
B è immerso nell’ elio, il piatto metallico A collegato a terra è sopra la superficie dell’ elio.
Gli elettroni sono mostrati dai puntini sulla superficie dell’ elio. La lunghezza l rappresenta
il diametro dei piatti e dà una rozza misura delle dimensioni del sistema di elettroni. Deve
essere h ≪ l per minimizzare gli effetti di bordo e h ≫ ro per poter considerare il campo
elettrico tra A e B uniforme.

dalla combinazione del potenziale immagine classico a lungo raggio e della barriera
repulsiva (di∼ 1eV e dovuta all’ affinità elettronica negativa dell’ 4He) che impedisce
la sua penetrazione nel liquido. Mentre l’ elettrone è legato lungo la direzione
perpendicolare alla superfice con energia di legame 0.7meV, esso rimane libero di
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muoversi parallelamente alla superficie 2. Per un elettrone legato, la dimensione
spaziale della sua funzione d’ onda perpendicolarmente alla superficie è in generale
∼ 102Å mentre la distanza media dalla superficie dell’ elio liquido è dell’ ordine di
70Å. Le densità superficiali raggiungibili sperimentalmente sono 3 105cm−2 ≤ n2 ≤
109cm−2. Una densità elettronica tipica di 108cm−2 corrisponde ad una distanza
media tra gli elettroni di ro ∼ 104Å. Dal confronto tra l’ ordine di grandezza della
distanza media tra gli elettroni e l’ estenzione spaziale della funzione d’ onda di
singolo elettrone lungo la normale alla superficie dell’ elio liquido, ricaviamo che il
sistema può essere considerato essenzialmente bidimensionale.

Anche nel limite sperimentale di n2 = 109cm−2, l’ energia di Fermi è 0.03K
4 che è piccola relativamente alle temperature sperimentali comunemente in gioco;
possiamo quindi dire che gli elettroni obbediscono alla statistica classica a differenza
di ciò che accade per i sistemi di elettroni quasi 2D realizzati con i semiconduttori,
in cui gli elettroni formano in genere sistemi quantistici degeneri (ad esempio in
uno strato di inversione Si-SiO2 le densità tipiche degli elettroni sulla superficie di
Si sono di ∼ 1012cm−2 e la massa effettiva degli elettroni parallela a tale superficie
è ∼ 0.2m, valori che danno a tale sistema una temperatura di Fermi di ∼ 140K).
Possiamo allora dire che gli elettroni interagiscono come cariche puntiformi ed hanno
una dinamica confinata in uno spazio quasi bidimensionale. Ad una temperatura
indicativa di 0.5 K l’ intervallo di densità superficiali raggiungibili sperimentalmente
corrisponde ad un intervallo per le costanti di accoppiamento Γ (rapporto tra energia
potenziale ed energia cinetica medie per elettrone) raggiungibili di 2 ≤ Γ ≤ 200.

2.2.1 Cristallizzazione di Wigner classica

Un gas di elettroni classico a temperatura zero forma sempre uno stato cristallino.
Nel 1934 Wigner [18] anticipò che un gas di elettroni tridimensionale quantistico
immerso in un fondo uniforme e neutralizzante di cariche positive nel suo stato fon-
damentale, assume per densità sufficientemente basse una configurazione reticolare
che gli permette di minimizzare la sua energia nonostante l’ aumento di energia ci-
netica previsto dal principio di indeterminazione di Heisenberg per la localizzazione
degli elettroni nei siti del reticolo.

Per lo stato fondamentale la cristallizzazione di Wigner si verifica solo a basse
densità, cioè ad alti rs, a causa della competizione dell’ energia cinetica di Fermi
per elettrone ∝ 1/r2s e di quella potenziale media per elettrone ∝ 1/rs. Wigner

2In generale si assume di poter tener conto di qualunque interazione tra gli elettroni ed il
liquido in grado di modificare il moto parallelo alla superficie attraverso l’ approssimazione di
massa effettiva degli elettroni.

3Come vedremo più avanti, questo ampio spettro di densità sperimentalmente raggiungibili,
ha reso tale sistema particolarmente utile nello studio e nella realizzazione sperimentale della
cristallizzazione di Wigner di un sistema classico 2D.

4Per un 2DEG abbiamo che la temperatura di degenerazione di Fermi è legata alla densità
superficiale di elettroni n2 dalla relazione TF = EF /KB = πh̄2n2/KBm

⋆ con m⋆ la massa effettiva
dell’ elettrone.
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osservò che per minimizzare l’ energia potenziale al tendere di rs → ∞, gli elettroni
si sarebbero dovuti ’evitare’ il più possibile, situazione che è certamente realizzata
se si localizzano sui siti di un reticolo cristallino 5. La transizione di Wigner può
essere interpretata come una instabilità dello stato metallico, in cui il sistema di
elettroni possiede una superficie di Fermi sferica ben definita, rispetto allo stato non
metallico in cui abbiamo la localizzazione spaziale degli elettroni.

Simulazioni numeriche di Monte Carlo per lo stato fondamentale prevedono la
transizione di fase dallo stato liquido allo stato solido per rs ∼ 100 ± 20 nel sis-
tema di elettroni in 3D [22] ed a rs ∼ 37 nel sistema in 2D [26]. Questi valori
giustificano le difficoltà sperimentali nell’ osservare tali transizioni: il maggiore os-
tacolo sperimentale è rappresentato dalla tendenza alla localizzazione degli elettroni
dovuta al disordine (impurezze ecc . . .) a densità più alte di quelle previste per la
cristallizzazione di Wigner.

L’ anticipazione di Wigner è stata seguita da un grande interesse teorico e speri-
mentale rivolto essenzialmente alla ricerca di evidenze sperimentali per il fenomeno
della cristallizzazione degli elettroni. Crandall e Williams [27] osservarono che l’
analoga transizione di fase sarebbe dovuta avvenire nell’ OCP classico bidimension-
ale per densità superficiali di carica sufficientemente alte.

Nel caso del sistema classico, essendo l’ energia cinetica per particella indipen-
dente dalla densità, dovremmo trovare la transizione solo per alti valori della den-
sità, cioè per Γ ≫ 1. Effettivamente Grimes e Adams [2] hanno presentato nel
1979 le prime evidenze sperimentali per la transizione da un liquido di elettroni
a un cristallo di elettroni (avente un reticolo con cella fondamentale triangolare),
nel sistema di elettroni classici intrappolati sulla superficie dell’ elio liquido. Essi
trovano una Γ per la fusione di Γf = 137± 15 6 (la transizione è stata studiata per
3 · 108cm−2 ≤ n2 ≤ 9 · 108cm−2 e sono state ricavate temperature di fusione nell’
intervallo 0.35K ≤ Tf ≤ 0.65K confronta con figura 2.2) in accordo col precedente
calcolo di Monte Carlo di Gann ed al. [28], che fissava la fusione per 110 ≤ Γf ≤ 140
(vedi figura 2.2) e stabiliva la stabilità del reticolo triangolare contro l’ instabilità
di quello quadrato.

5Usando i calcoli di Fuchs [19] sulla costante di Madelung di diverse strutture reticolari si trova,
in accordo con le previsioni di Wigner, che quella con minore energia potenziale per qualunque
valore della densità è il cristallo b.c.c.. Questo porta ad una energia per elettrone circa due volte
più bassa di quella ottenuta in approssimazione di Hartree-Fock, mostrando che un determinante
di Slater di onde piane non ha più significato fisico per rs → ∞. Nonostante ciò le altre possibili
configurazioni reticolari sono solo di poco più alte in energia. Foldy [20] ha mostrato che esiste
una transizione all f.c.c., o a qualche altro reticolo, a temperature maggiori. Con un approccio
basato sulla teoria del funzionale densità, Senatore e Pastore [21] studiando la stabilità rispetto al
liquido omogeneo con spin polarizzati del cristallo di elettroni bcc ed fcc, hanno trovato che il bcc
diventa stabile ad rs = 102 (in accordo con [22]). Con lo stesso tipo di approccio Tozzini e Tosi
[23] dimostrano la stabilità meccanica contro piccole deformazioni, per il reticolo bcc ad rs = 100.
Varie stime [24] basate sull’ approssimazione armonica applicata al reticolo elettronico danno

come distanza minima tra gli elettroni richiesta per la cristallizzazione: ro = 10−50Å. Infine Kugler
[25] ha dimostrato che un reticolo di elettroni anarmonico può essere stabile solo per ro < 350Å.

6 Poiche Γ = e2/rsKBT allora la curva di fusione Γ = Γf ha la forma Tf = costante×√
n2.
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Figura 2.2: Grafico densità vs temperatura che mostra la zona transizione di fase prevista
da Gann ed al. [28]. Soltanto la regione di temperature maggiori di 1K e di densità minori,
approssimativamente, di 2 · 109cm−2 erano state esplorate sperimentalmente. La linea dove

la lunghezza d’ onda termica di de Broglie λdB =
√

2πh̄2β/m è un quarto della distanza tra i

primi vicini è stata inclusa per dare una indicazione della regione in cui gli effetti quantistici
diventano importanti.

Le ricerche sperimentali sull’ analogo quantistico 7 del 2DEG sulla superficie
dell’ elio liquido, ossia il 2DEG formato negli strati di inversione a semiconduttori
(di tipo MOS) 8 , non hanno portato ancora a risultati definitivi anche se lo studio
di tali sistemi in campi magnetici (che convertono l’ energia cinetica di traslzione
degli elettroni in energia cinetica di rotazione) ha portato, come vedremo meglio
nella sottosezione 2.4.1, ad altre importanti osservazioni tra cui la più importante è
stata la scoperta dell’ effetto Hall frazionario. Il diagramma di fase qualitativo per
un 2DEG su tutto lo spazio (n2, T

2) è mostrato in figura 2.3.

Recentemente S̀wierkowski e Neilson [8] hanno mostrato teoricamente come la
densità critica per la cristallizzazione di Wigner in un 2DEG quantistico (in assenza
di campo magnetico) possa essere aumentata in opportune strutture di buche quan-
tistiche multiple, come ad esempio la struttura a semiconduttori GaAs-AlGaAs che
descriveremo nella sottosezione 2.4, fino ad un fattore tre rispetto al caso del singolo
strato di elettroni per effetto delle correlazioni Coulombiane tra elettroni in diverse

7Van Horn [29] ha proposto che un sistema fisico quantistico in cui si potrebbe avere un reticolo
di Wigner è costituito dal sistema degenere di protoni all’ interno di una stella nana bianca.

8Suggerita nel 1972 da Chaplik [30] come un possibile sistema in cui poter osservare la cristal-
lizzazione di Wigner.
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Figura 2.3: Mostra il diagramma di fase qualitativo di un 2DEG nello spazio (n2, T
2).

La curva tratteggiata, λdB ∝ ro, determina la regione in cui gli effetti quantistici diventano
importanti. La curva solida è la curva di fusione. Nel regime classico deve essere Tf =

√
n2f

(vedi nota 6). Nel regime quantistico l’ energia cinetica media per elettrone è data dall’
energia di Fermi EF = (h̄2πn2)/m, e la curva di fusione EF ∝ 1/ro impone n2f ∼costante.

buche quantistiche. I loro argomenti verranno presentati in dettaglio nel capitolo 3.
È importante, a questo punto, commentare sull’ esistenza nella fase ’solida’ bidi-

mensionale di un ordine cristallino a lungo-raggio. A questo proposito Alastuey e
Jancovici [31] hanno dimostrato che in un sistema classico di elettroni bidimension-
ale, nonostante la natura a lungo raggio del potenziale Coulombiano 1/r, non si può
avere un ordine cristallino a lungo raggio; essi mostrano, col semplice argomento
di Peierls basato sull’ approssimazione armonica, e più rigorosamente, con un argo-
mento ispirato all’ approccio di Mermin, come la localizzazione degli elettroni di un
2DEG infinito sui siti ordinati di un reticolo cristallino a lungo raggio sia rotta dai
fononi acustici trasversi. La dimostrazione ha comunque, come limitazione fonda-
mentale, il fatto che si applica solo nel limite termodinamico 9 ; e le sue conclusioni,
naturalmente, non vietano l’ esistenza di una fase solida caratterizzata da un’ or-
dine a lungo raggio delle posizioni delle cariche, nel caso pratico di sistemi finiti che
possono essere studiati in laboratorio o in simulazioni al calcolatore.

2.3 Lo strato di inversione

Uno strato di inversione (o strato di accumulazione) di tipo n è realizzato sulla su-
perficie di un semiconduttore di tipo p quando le bande di energia del semicondut-

9Il limite termodinamico costituisce anche ciò che toglie all’ argomento di Alastuey e Jancovici
completo rigore matematico: mancano infatti informazioni sull’ esistenza del limite termodinamico
delle funzioni di correlazione del sistema con superficie finita.
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tore sono ’piegate’, in prossimità della superficie, tanto da rendere il minimo della
banda di conduzione inferiore al livello di Fermi. Questa distorsione delle bande
può essere realizzata applicando un campo elettrico alla superficie del semicondut-
tore ad esempio in una configurazione Metallo-Ossido-Semiconduttore (MOS) quale
quella mostrata in figura 2.4, oppure può essere provocata dalla presenza di impu-
rità cariche (positivamente, nel nostro caso) vicino o sulla superficie in questione.
Nel MOS siamo quindi in grado di realizzare uno strato superficiale di portatori mi-

Elettrodo metallico ponte

Semiconduttore di tipo-p

Contatti con portatori di tipo-n diffusi

Strato di inversione di tipo-n

Isolante

Figura 2.4: Struttura schematica Metallo-Isolante-Semiconduttore (MOS) per esperimenti
da strati di inversione. La concentrazione di elettroni nello strato di inversione è variata cam-
biando il voltaggio di gate. La conduttanza dello strato di inversione è misurata applicando
piccole differenze di potenziale tra i contatti di tipo n e misurando le correnti risultanti. Lo
spessore tipico dello strato di inversione è 100Å o meno, quello dell’ ossido è generalmente
compreso tra 1000− 5000Å.

noritari, di densità controllabile tramite il campo elettrico applicato 10 (e variabile
, come minimo, di due ordini di grandezza), all’ interfaccia tra il semiconduttore
e l’ ossido. Il campo elettrico utilizzato in uno strato di inversione è, in generale
(> 106V/cm [33]), sufficientemente forte da creare in prossimità della superficie una
buca di potenziale la cui larghezza, nella direzione ortogonale all’ interfaccia ossido-
semiconduttore (asse ẑ), è piccola rispetto alla lunghezza d’ onda dei portatori di
carica. Tale buca, approssimativamente triangolare, porta alla quantizzazione [34]
del moto dei portatori lungo l’ asse ẑ. A ciascuno di questi stati quantizzati cor-
risponde una banda di livelli energetici continua al variare dell’ impulso dei portatori
parallelo alla superficie, ciò che chiamiamo sub-banda elettronica di superficie (la
cui esistenza è stata verificata sperimentalmente da misure spettroscopiche [35]). A
basse temperature, i portatori occupano quasi esclusivamente la sub-banda inferiore
dando chiara evidenza, in esperimenti in campo magnetico, di una dinamica quasi
2D [32].

10Vale in generale [32] una relazione del tipo n2 = ǫ(Vg−Vo)/4πδe in unità cgs, dove ǫ = costante
dielettrica dell’ ossido, Vg = potenziale di gate, Vo potenziale di gate di soglia, δ = spessore dell’
ossido.
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Consideriamo l’ esempio concreto di elettroni intrappolati nell’ interfaccia Si-
SiO2 [001]. La banda di conduzione del Si consiste di sei valli equivalenti con massa
effettiva longitudinale ml = 0.98m e massa effettiva trasversa mt = 0.19m. Il
campo elettrico applicato rompe la degenerazione in gruppi di due e di quattro, in
corrispondenza alle due diverse orientazioni dell’ ellissoide rispetto alla superficie, e
la sub-banda ad energia più bassa è formata dagli stati doppiamente degeneri con
massa maggiore, ml, normale alla interfaccia [33]. Le energie degli elettroni in questa
sub-banda sono date da:

Eo(k) = Eo +
h̄2

2mt

(k2x + k2y) , (2.1)

e la corrispondente funzione d’ onda di singolo elettrone è data (sopprimendo le
variabili di spin) da :

ψo(x, y, z) =
1√
A
ζo(z)e

i(kxx+kyy) , (2.2)

dove abbiamo indicato con A l’ area dello strato e con ζo(z) la funzione d’ onda di
inviluppo che descrive il confinamento degli elettroni nello strato di inversione e che
si assume essere la stessa per tutti gli elettroni quando solo la sub-banda più bassa in
energia è popolata 11. Tale funzione di inviluppo può essere determinata risolvendo
l’ equazione di Schröedinger autoconsistentemente con l’ equazione di Poisson [4].

Quando più di una sub-banda dello strato di inversione (di tipo MOS) è popo-
lata allora esso fornisce un sistema fisico che può essere descritto attraverso un
modello costituito da un numero limitato di 2DEG (mai cos̀ı elevato come quelli che
si raggiungono, come vedremo più avanti, nei super-reticoli) paralleli e spazialmente
separati (per i nodi delle funzioni d’ onda degli stati elettronici eccitati). Il riempi-
mento di più sub-bande è facilmente realizzabile nello strato di inversione di InSb a
densità moderata [36]. In questi campioni perdiamo la libertà di manipolare la sep-
arazione spaziale tra i gas bidimensionali di cariche che, come vedremo, costituisce
una delle proprietà che rendono particolarmente interessanti i super-reticoli.

Alla fine degli anni ’70 tale interesse verso portatori di carica confinati in uno
spazio bidimensionale è stato alimentato dagli sviluppi nella realizzazione sperimen-
tale di tali sistemi in super-reticoli stratificati descrivibili in prima approssimazione
da una matrice periodica di 2DEG (LEG o dall’ inglese ’Layered Electron Gas’).
Nel seguito descriveremo due classi importanti e complementari di super-reticoli
stratificati costituite dai composti intercalati, realizzati inserendo strati atomici o
molecolari della specie chimica ’ospite’ (l’ intercalato) tra gli strati di un materi-
ale ’ospitante’ stratificato naturalmente, e dai materiali artificialmente stratificati,
tipicamente preparati con la tecnica della ’epitassia da fasci molecolari’ (MBE dall’
inglese ’Molecular-Beam-Epitaxy’) o quella della ’deposizione chimica metallorgan-
ica da vapore’ (MOCVD dall’ inglese ’Metal-organic-Chemical-Vapour-Deposition’)

11Nel caso ideale del 2DEG in z = 0 prenderemo |ζo(z)|2 = δ(z). Questa approssimazione facilita
lo studio analitico del sistema fisico.
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tramite la deposizione, controllata piano per piano, delle specie costituenti sotto
vuoto spinto.

2.4 Super-reticoli artificiali

Una rappresentazione schematica di super-reticolo artificiale costituito da due diversi
materiali semiconduttori (ad es: InAs-GaSb, GaAs-AlAs, Ge-GaAs, ecc . . .) è data
in figura 2.5. Nella direzione di crescita del super-reticolo (direzione ẑ) troviamo m

y

z

x

y

 d 
z

x

y

 d 

Figura 2.5: Super-reticolo ad eterogiunzione di periodicità d. Ciascuna cella fondamentale
del super-reticolo consiste di un materiale M1 di spessore d1 e di un materiale M2 di spessore
d2.

monostrati atomici del materialeM1 depositati, in modo netto su scala atomica, su n
monostrati atomici del materialeM2 a formare un super-reticolo con cella unitaria di
dimensioni (m+n) spaziature reticolari lungo la direzione di crescita. Un campione
macroscopico di tale super-reticolo M1 −M2 è un nuovo materiale con proprietà di
volume intermedie tra quelle dei materiali M1 ed M2.

Nel tipico campione di super-reticolo a semiconduttori (di spessore ∼ 1µm), la
cella fondamentale è ripetuta molte volte (∼ 100 volte) e può essere composta da

pochi o da molti strati (avendo spessori da 10
◦
A a 500

◦
A). A questo proposito,

possiamo osservare come i composti intercalati della grafite (i GICs) si possano
considerare come il caso limite di super-reticoli artificiali dove uno dei costituenti di
figura 2.5 è un singolo strato atomico o molecolare con una netta interfaccia verso
l’ altro costituente.

Due tipi di super-reticoli artificiali sono stati studiati in gran dettaglio: la strut-
tura GaAs-GaxAl1−xAs, appartenente a quelli che sono chiamati super-reticoli di
tipo I, e la eterostruttura InAs-GaSb, appartenente a quelli che sono chiamati super-
reticoli di tipo II. La divisione dei super-reticoli artificiali nei due tipi dipende dal
tipo di portatori intrappolati nelle loro buche di potenziale.
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Il super-reticolo di tipo I GaAs-GaxAl1−xAs, è caratterizzato dal fatto che nel
contatto con tra i due materiali, il band-gap di GaAs è completamente contenuto in
quello di GaxAl1−xAs. Questo determina delle discontinuità su entrambe le bande
di valenza (V) e di conduzione (C) e quindi sul band-gap dell’ eterostruttura che
abbiamo schematizzato in figura 2.6 (a) [37]. La discontinuità del band-gap del

VE
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Figura 2.6: Mostra schematicamente le bande di conduzione e di valenza di un super-
reticolo ad eterogiunzione GaAs-GaxAl1−xAs (per x∼ 0.3 abbiamo ∆Ec ∼ 300meV ) con
vari metodi di drogaggio: (a) non drogato (matrice periodica, con periodo d, di buche
quantistiche di spessore l); (b) drogaggio uniforme (ad esempio tramite un fascio di Si (di tipo
n) che investe, continuamente, la eterostruttura). Si raggiungono cos̀ı mobilità dell’ ordine
µ ∼ 1000− 2500cm2/V s (c) drogaggio modulato (drogando, ad esempio con impurità di Si,
solo i piani di GaxAl1−xAs fuori dalle regioni di interfaccia coi piani di GaAs cos̀ı che data
la trascurabile diffusione del Si alle temperature di crescita del super-reticolo (∼ 600◦C), i
piani di GaAs conterranno solo impurità non intenzionali (1014−1015cm−3). Si raggiungono
con tale tecnica mobilità dell’ ordine di µ ∼ 106cm2/V s). I punti neri rappresentano gli stati
donori responsabili del trasferimento di carica alle sub-bande bidimensionali, rappresentate
con le linee tratteggiate, nella banda di conduzione del GaAs. Col drogaggio il livello di
Fermi si alza andando ad occupare la banda di conduzione del super-reticolo.

super-reticolo determina nella banda di conduzione (Ec) del piano di GaAs, buche
di potenziale separate da barriere di potenziale sui piani di GaxAl1−xAs. Drogando
selettivamente i piani di GaxAl1−xAs (ad esempio tramite la tecnica del drogaggio-
modulato, vedi figura 2.6 (c)) con specie droganti di tipo n, produciamo donori
ionizzati su tali piani ed elettroni nelle buche di potenziale laterali (sulle giunzioni
con il GaAs). Una tale ridistribuzione di carica crea un potenziale elettrostatico
che piega le bande e confina gli elettroni intorno (∼ 100Å) alle giunzioni lasciandoli
liberi di muoversi parallelamente ad esse (dentro il foglio in figura 2.6). Infatti le
bande piegate producono delle buche di potenziale unidimensionale che quantizzano
il moto degli elettroni lungo la direzione di crescita del super-reticolo. La banda
di conduzione del GaAs si divide cos̀ı in una serie di sub-bande ben descrivibili
tramite le bande caratteristiche del moto bidimensionale (ortogonale all’ asse del
super-reticolo) di elettroni liberi di opportuna massa effettiva. Se la densità elet-
tronica non è troppo alta, cos̀ı che soltanto la sub-banda più bassa sia occupata
da elettroni, allora tale super-reticolo, a basse temperature, è ben schematizzabile
da un sistema periodico di 2DEG spazialmente separati chiamato LEG (dall’ in-
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glese ’layered-electron-gas’). A questo proposito, molta attenzione è stata rivolta
ai super-reticoli di GaAs-GaxAl1−xAs drogati, per la possibilità che hanno manifes-
tato di raggiungere, sul piano di GaAs, mobilità molto alte (106cm2/V s) [37, 38]
dovute alla separazione spaziale delle impurità droganti (nei piani GaxAl1−xAs) dai
portatori mobili (nei piani GaAs); tali mobilità risultano quasi indipendenti, a tem-
peratura ambiente, dallo spessore degli strati ed hanno, in generale, una dipendenza
dalla temperatura fortemente dipendente dal drogaggio (quasi indipendenti dalla
temperatura per n ∼ 1017cm−3, fortemente decrescenti col raffreddamento del com-
posto per n < 1017cm−3). Le più alte mobilità nei super-reticoli a semiconduttori
sono state raggiunte introducendo strati molto sottili (con spessori vicini a quelli dei
monostrati e chiamati “delta-drogaggio”[38]). In questo limite il trasferimento di
carica, nel drogaggio modulato dei super-reticoli a semiconduttori appena descritto,
è analogo al fenomeno del trasferimento di carica nei GICs.

Nel super-reticolo di tipo II, ad esempio InAs-GaSb [39] troviamo alle giunzioni
un insolito allineamento delle bande di energia di InAs e GaSb: al punto Γ il massimo
della banda di valenza di GaSb giace approssimativamente sopra il minimo della
banda di conduzione di InAs. Quindi, nella eterogiunzione InAs-GaSb, si trova
una separazione spaziale tra elettroni e buche dovuta al trasferimento di cariche
(∼ 1017cm−3) da GaSb a InAs. Super-reticoli di tipo II di InAs-GaSb sottili (di

spessore ≤ 170
◦
A) sono semiconduttori che presentano una separazione spaziale di

elettroni e di buche termicamente eccitati ed un loro confinamento rispettivamente

negli strati di InAs e di GaSb. Per spessori maggiori di 170
◦
A tali super-reticoli

acquistano un carattere semimetallico e contengono elettroni (in InAs) e buche (in
GaSb) anche a T = 0. Allo scopo del nostro lavoro è sufficiente considerare i super-
reticoli artificiali di tipo II come distribuzioni periodiche unidimensionali di strati di
elettroni alternati a strati di buche dove gli elettroni e le buche separati spazialmente
tra loro si possono considerare come confinati su piani.

In generale entrambi i tipi di super-reticoli artificiali descritti, essendo descriv-
ibili come sistemi periodici di piani paralleli egualmente spaziati e contenenti gas
bidimensionali di portatori di carica (gas di elettroni su tutti i piani per quelli di
tipo I e alternanza di gas di elettroni e gas di buche sui piani per quelli di tipo II),
si possono considerare come sistemi intermedi tra configurazioni bidimensionali e
tridimensionali di cariche: più in generale i modelli utilizzati nella loro descrizione
avranno comportamenti rispecchianti la transizione tra regimi di diversa dimension-
alità. Quando la spaziatura tra i piani è grande, ci aspettiamo un accoppiamento
trascurabile tra questi, e di conseguenza un comportamento bidimensionale del sis-
tema; nel limite opposto il sistema diventa effettivamente tridimensionale. Poichè
lo spessore dei diversi strati di un super-reticolo può essere controllato tramite la
tecnica di crescita, tale sistema ci fornisce un modo di studiare la transizione tra
un comportamento bidimensionale a uno tridimensionale in diverse grandezze fisiche
caratterizzanti il sistema (spettro dei modi collettivi di eccitazione, bande di energia,
ecc. . .).



2.4 Sistemi elettronici bidimensionali Pag. 21

2.4.1 Effetto Hall quantistico e cristallizzazione di Wigner
in campo magnetico

Le eterostrutture a semiconduttori ad alte mobilità sono un ottimo sistema fisico su
cui studiare l’ effetto Hall quantistico (QHE). Immaginiamo di sottoporre un 2DEG
con una densità di elettroni n2 ad un campo magnetico B e ad un campo elettrico
E, uniformi e ortogonali tra loro, in modo da avere B ortogonale al piano del 2DEG
(vedi figura 2.7).

x

V

B I

V

xy

xx

z

Figura 2.7: Schema per l’ effetto Hall.

L’ effetto Hall classico (1879) basato sul modello a elettroni liberi è applicabile
ad un 2DEG in cui ωcτ ≪ 1 con ωc = |e|B/cm frequenza di ciclotrone e τ tempo
di rilassamento del sistema di elettroni. Esso prevede che la resistività trasversa (di
Hall) ρxy, uguale al rapporto tra il potenziale di Hall Vxy e la corrente Ix generata
dal campo E, aumenti linearmente col campo B : ρxy = B/n2|e|c e che la resistività
longitudinale ρxx = Vxx/Ix sia indipendente dal campo B.

Ciò che si osserva in laboratorio, ad esempio in giunzioni GaAlAs-GaAs di alta
qualità a temperature molto basse (dell’ ordine del mK), è completamente diverso
ed è mostrato in figura 2.8. La resistenza di Hall è mostra una serie di plateaus
quantizzati: i plateaus connessi con l’ effetto Hall quantistico intero (IQHE scoperto
nel 1980 da K.Von Klitzing, G.Dorda e M.Pepper) hanno

ρxy =
h

e2
1

ν
, (2.3)

con ν intero e sono con estrema accuratezza (meglio di una parte su 108) indipendenti
dai dettagli del campione (geometria, presenza di disordine, . . . ); i plateaus con-
nessi con l’ effetto Hall quantistico frazionario (FQHE scoperto nel 1985 da D.Tsui,
H.Störmer e A.Gassard [40] per ν = 1/3, mentre cercavano di osservare la cristal-
lizzazione Wigner studiando le proprietà di magnetotrasporto della eterogiunzione
GaAs-Al0.3Ga0.7As ad alta mobilità) corrispondono a ν = p/q (con p intero e q intero
dispari). Questi ultimi sono osservabili solo nel limite estremamente quantistico di
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Figura 2.8: Dati sperimentali per il QHE a temperature dell’ ordine dei mK (QHE per
ν = 1− 4; FQHE per ν < 1).

alti campi magnetici (quando la scala di lunghezza magnetica relativa alle interazione

intrastrato vale lB =
√

h̄/eB ∼ 100Å), basse temperature (T < 2K), alte mobilità

elettroniche (µ > 105cm2/V s) e basso disordine. La seconda quantità mostrata in
figura ρxx oscilla con B e ha un minimo per ogni plateaus di ρxy. Associata a tale
quantizzazione appare per effetto termico una dissipazione esponenzialmente piccola
nella resistività longitudinale: ρxx ∼ e−∆/2T (per T → 0 abbiamo che ρxx è ideal-
mente nulla per quei valori del campo magnetico per cui ρxy presenta un plateau)
dove l’ energia di attivazione ∆ per il caso intero (∆ ∼ 100K) è principalmente
dovuta ad effetti di singola particella (gap tra livelli di Landau), mentre per il caso
frazionario il gap di eccitazione (∆1/3 ∼ 6K) è un effetto collettivo proveniente dalle
correlazioni a molti corpi dovuti alle interazioni Coulombiane.

Nonostante i due tipi di plateaus appaiano simili, quelli per ν intero si pos-
sono ancora, come nel caso classico, capire col modello di elettroni non interagenti,
quelli per ν frazionario, invece, possono essere spiegati solo attraverso l’ interazione
elettrone-elettrone.

IQHE (ν intero)
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Per un sistema in 2D in assenza di campo magnetico il numero di elettroni liberi
con una data energia è una costante, indipendente dall’ energia. Quando accendiamo
un campo magnetico le energie accessibili dagli elettroni si quantizzano (vedi figura
2.9) in livelli energetici ben stabiliti (i livelli di Landau 12) En = (n+1/2)h̄ωc.

13 In
ciascun livello di Landau gli elettroni percorrono orbite le cui coordinate del centro
xo e yo costituiscono osservabili non definibili simultaneamente. L’ estensione delle
funzioni d’ onda è definita dalla lunghezza magnetica lB. Il numero di stati di singolo

h c
- ω

f
N(E) N(E)N(E)

EE E

B = 0 B = 0/ disorder

(a) (b) (c)

E

localizzato

esteso

Figura 2.9: Densità degli stati di elettroni non interagenti in 2D.

elettrone per ciascun livello di Landau (degenerazione di Landau nL) per unità di
area è nL = eB/hc, quindi il numero di livelli di Landau occupati in un campione di
densità elettronica superficiale n2 è ν = n2/nL. L’ indice ν viene chiamato fattore di
riempimento di Landau ed è lo stesso che entra nella quantizzazione della resistività
trasversa 14. Il fattore di riempimento si trova spesso definito come il rapporto tra il
numero di elettroni del 2DEG ed NΦ = Φ/Φo, dove Φ è il flusso del campo magnetico
attraverso il 2DEG e Φo = hc/e è il quanto di flusso del campo magnetico, ed è anche
proporzionale al rapporto tra l’ area rinchiusa in ciascuna orbita di ciclotrone e l’
area per elettrone.

Possiamo qualitativamente spiegare l’ esistenza dell’ IQHE supponendo che il
disordine intrinsecamente legato ai campioni reali provochi un allargamento dei livelli
di Landau attraverso la formazione di due diversi tipi di stati (vedi figura 2.9):
quelli estesi responsabili del trasporto di corrente e situati in prossimità dei livelli di
Landau del campione ideale e quelli localizzati in cui gli elettroni sono, ad esempio,
intrappolati nelle impurità e che costituiscono i bordi dei livelli di Landau allargati.

12Landau fu il primo a studiare, nel 1930, il problema di un elettrone in campo magnetico usando
la meccanica quantistica.

13Stiamo trascurando, per semplicità, lo spin dell’ elettrone il cui accoppiamento col campo mag-
netico porta alla seguente corretta forma dei livelli energetici di un elettrone in campo magnetico
costretto ad una dinamica bidimensionale: En = (n + 1/2 + σ)h̄ωc dove σ = ±1/2. Gli stati
(n, σ = 1/2) e (n+ 1, σ = −1/2) risultano degeneri.

14Il fattore di riempimento appena definito tiene conto di entrambi gli stati di singolo elettrone
con spin-su e spin-giù: quando ν = 2 sono completamente riempiti sia il più basso livello per gli
elettroni con spin-su che il più basso livello per gli elettroni con spin-giù.
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A basse temperature l’ energia di Fermi EF determina il confine tra una regione
(E < EF ) di stati energetici in maggioranza pieni ed una (E > EF ) di stati in
maggioranza vuoti. L’ andamento di figura 2.8 di ρxx e ρxy si spiega allora osservando
che al variare di B, l’ energia di Fermi EF = (nLν)h̄

2π/m (di un 2DEG a T = 0)
si troverà periodicamente per ν intero a metà strada tra due livelli di Landau del
campione ideale ordinato (la cui spaziatura, al contrario di EF , dipende da B). La
resistività longitudinale misura la dissipazione di energia e dipende dal numero di
elettroni che possono effettivamente dissipare energia eccitandosi in stati estesi, cioè
a quelli che sono in un intorno di EF quando EF è nella regione di energie previste
per gli stati estesi. Questo giustifica i minimi di ρxx per ν intero 15. La resistività
trasversa ρxy ha contributi da tutti gli stati estesi sotto EF e rimane costante quando
EF passa nelle regioni di energie previste per gli stati localizzati.

Secondo questa pittura l’ energia di attivazione ∆, che compare nella dipendenza
di ρxx dalla temperatura, si interpreta come il gap di energia tra EF ed il più basso
stato esteso vuoto.

FQHE (ν frazionario)

La densità di stati di singola particella discussa nel caso di ν intero è tale da
rendere molto degenere un livello di Landau parzialmente riempito (lo stato con ν =
1/3 sarebbe 84 volte degenere per un sistema di soli tre elettroni indipendenti). L’
interazione Coulombiana rompe la degenerazione del livello di Landau parzialmente
riempito, che si separa, come mostrato in figura 2.10 in una serie di stati quantistici a
molti elettroni (questi stati sono stati studiati per primi da R.Laughlin, D.Holdane
e D.Yashioka, B.Halperin e P.Lee) tra cui quello di energia più bassa è separato
dagli stati di eccitazione termica da un piccolo gap δ ∼ 1K (in accordo con i dati
sperimentali). Laughlin ha scoperto teoricamente [41] che gli stati fondamentali di
sistemi con valori del parametro di riempimento del tipo ν = 1/m con m dispari
sono descrivibili come stati liquidi incomprimibili fino a quando rimaniamo nell’
ipotesi di completa polarizzazione degli spin degli elettroni lungo B. Inoltre gli
stati fondamentali degli stati di FQHE con ν = p/q possiedono eccitazioni a molti
elettroni non localizzati che portano carica frazionaria e⋆ = ±e/q (quasi-elettroni
o quasi-buche). L’ interazione di queste quasi-particelle col disordine porta agli
andamenti osservati in figura 2.8 per ρxx e ρxy con un ragionamento analogo al caso
dell’ IQHE.

La competizione tra il cristallo di Wigner e gli stati di QHE è un indicazione della
complessità del diagramma di fase del sistema di elettroni che stiamo descrivendo.
Ci aspettiamo lo stato di cristallo di Wigner per valori sufficientemente bassi di ν
quando, per ν ≤ νc la distanza media tra gli elettroni diventa grande in confronto
con i raggi delle orbite di ciclotrone quantizzate. I valori previsti teoricamente per
νc sono sensibili all’ approssimazione usata nel conto teorico e stanno nell’ intervallo
1/3 < νc < 1/10.

15Che in un sistema bidimensionale non implicano divergenze della conduttività longitudinale
essendo σxx = ρxx/(ρ

2
xx + ρ2xy) e ρxy finita.
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Figura 2.10: Mostra la distinzione tra gli stati di IQHE e di FQHE.

Le tecniche sperimentali usate per studiare la transizione di Wigner nelle eterogiun-
zioni a semiconduttori sono di tre tipi: quelle che studiano le proprietà di magne-
totrasporto, quelle che utilizzano la spettroscopia a radio-frequenze e quelle che
studiano le proprietà magneto ottiche del campione.

Nelle tecniche di magnetotrasporto la proprietà comunemente studiata per ri-
conoscere lo stato di cristallo degli elettroni è la conduttività elettrica. A T = 0
il cristallo può trasportare corrente solo muovendosi collettivamente contro il fondo
del semiconduttore ospitante e le eventuali impurità. Nel suo stato fondamentale
il cristallo si muove e si distorce in modo da localizzare gli elettroni in posizione
favorite dall’ inevitabile disordine presente nel sistema. Un debole campo elettrico
nel sistema non è sufficiente a spostare il cristallo e si dice che esso è ’pinned’ dal
disordine. In questo caso la resistenza Ohmica del sistema a T = 0 risulta infinita.
Questo comportamento è stato rivelato su un campione a basso disordine per un
intervallo di ν < 1/5 ed, ancora, per uno stretto intervallo di ν > 1/5 da Jiang ed
al. [42]. Il comportamento nelle immediate vicinanze di ν = 1/5 è qualitativamente
diverso, ed è, in accordo con la teoria di Laughlin, quello tipico degli stati di un
liquido incomprimibile. Nello stesso intervallo di valori del fattore di riempimento,
Goldman ed al. [43] hanno trovato evidenze per l’ esistenza di un campo elettrico
di soglia sopra il quale la resistenza differenziale del campione decresce in accordo
con l’ idea che campi elettrici sufficientemente elevati riescono a liberare il cristallo
di Wigner pinned. Questi esperimenti basati sull’osservazione di anomalie nelle pro-
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prietà di trasporto hanno mostrato come sia possibile per diversi campioni, ma per
valori simili nella T e nel ν, andare da fluido a solido in modo continuo almeno due
volte al diminuire del fattore di riempimento. Tali esperimenti in accordo con le
interpretazioni teoriche, mostrano che la fase liquida si trova vicino a valori dispari
di ν−1 16.

Le misure di assorbimento a radio-frequenze suggeriscono un νc ∼ 0.23 [44].

I primi esperimenti di magneto-ottica [45] che hanno sondato il sistema diluito
di elettroni 2D nel limite estremamente quantistico (fino a ν = 1/13) sono stati
quelli di Buhmann ed al. [46, 44] su una singola eterogiunzione GaAs-AlxGa1−xAs
(x=0.28-0.32) di alta qualità 17. Essi osservano nello spettro di luminescenza di tale
campione una linea addizionale al di sotto di un νc = 0.28 e di una temperatura
critica Tc = 1.4K per B = 26T . Essa cresce in intensità al diminuire del fattore di
riempimento, dominando lo spettro per ν < 1/11. La sua comparsa è accompagnata
da una forte riduzione nel segnale di luminescenza integrato in funzione del campo
magnetico, mentre la sua intensità relativa diminuisce nettamente in corrispondenza
di ν = 1/5, 1/7 ed 1/9. La mancanza di correlazione tra νc e le proprietà del
campione legate al disordine (come ad esempio la larghezza del livello di Landau)
indicano la natura intrinseca della nuova linea che per gli autori segnala la formazione
di un cristallo di Wigner pinned. Risultati preliminari negli esperimenti di Buhmann
ed al. indicano che la temperatura critica è fortemente dipendente dal fattore di
riempimento e si annulla per ν > νc ed a ν = 1/5, 1/7 e 1/9. Qualitativamente essi
presumono che il diagramma di fase, Tc(ν), abbia la forma mostrata in figura 2.11.

2.5 Composti intercalati

I composti intercalati sono in generale formati inserendo strati atomici o molecolari
di una specie chimica ’ospite’, chiamata l’ intercalato, tra gli strati di un materiale
’ospitante’ [47] (vedi figura 2.12). Affinchè si possa realizzare tale processo di in-
tercalazione e’ necessario, ma non sufficiente 18 usare materiali ospitanti stratificati:
con legami intraplanari forti e legami interplanari molto deboli.

I materiali in grado di subire intercalazione vengono classificati in base alla loro
rigidità (vedi figura 2.13) e suddivisi in 3 classi: i materiali della classe I (grafite [48,
49, 50, 51], BN, ecc . . .) sono i più flessibili ed hanno, come unità fondamentale della

16Dagli esperimenti di magnetotrasporto è stato stabilito il carattere di liquido di Fermi incom-
primibile per gli stati fondamentali di sistemi con ν = 1/3, 1/5e1/7 [44]).

17In cui la larghezza del livello di Landau fosse minore di 0.3meV .
18La non sufficienza è esemplificata dal caso del BN con essenzialmente la stessa struttura cristal-

lina e costanti reticolari della grafite, ma con grosse difficoltà di intercalazione. Questo si spiega
osservando che, a differenza dal carattere semimetallico della grafite con 40meV di sovrapposizione
delle bande, BN è un isolante con un gap di 4.5eV; questo fa in modo che la grafite abbia, a
differenza del BN, un’ alta densità di stati vicini al livello di Fermi che facilita e permette il trasfer-
imento di carica con l’ intercalato e la conseguente attrazione elettrostatica tra quest’ ultimo ed i
piani di grafite ad esso adiacenti.
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Figura 2.11: Forma del diagramma di fase Tc(ν) suggerita da Buhmann ed al. [44].

Figura 2.12: Modello di Rüdorff e Schulze per un GIC. Mostra una matrice di strati di
grafene (singoli strati isolati estratti dalla struttura della grafite e rappresentati dai punti
pieni) alternati a strati di potassio (i cerchi vuoti).

struttura, un monostrato (3.35Å di spessore per la grafite); l’ unità fondamentale
della struttura di materiale della classe II ( dicalcogenuri di metalli di transizione
[52, 53], i semiconduttori del gruppo III-IV rispettivamente Ga, In e S, Se) è il triplo
strato XMX dove M rappresenta lo strato del metallo di transizione e X quello del



2.5 Sistemi elettronici bidimensionali Pag. 28

classe I

X
T
X

X
T
X

X
T
X

a)

b)

c)
X
T
X

van der Waals gap Intercalato

classe II classe III

Figura 2.13: Classificazione schematica di (a) grafite pura (b) le forme intercalate di (a).
In (b) le linee tratteggiate (continue) rappresentano strati di ospite (ospitante). Vengono
mostrate tre classi di composti di intercalazione tra cui quelli della classe I hanno la più bassa
rigidità degli strati e quelli della classe III la più alta. In (c) abbiamo una rappresentazione
schematica di un dicalcogenuro TX2 ,dove T è il metallo e X il calcogeno (S, Se o Te), ed il
gap di Van der Waals interstrato, prima e dopo l’ inserimento di un intercalato.

calcogeno; tra gli strati del triplo strato abbiamo legami covalenti forti, tra tripli
strati abbiamo deboli legami di Van der Waals [54]; esempi di materiali rigidi della
classe III sono le argille siliciche che formano i CIC [55, 56, 57](dall’ inglese ’clay
intercalation compounds’) in cui l’ unità fondamentale della struttura è tipicamente
spessa ∼ 10Å (o più [56]).

La grafite e’ il materiale ospitante piu’ facilmente intercalabile e forma composti
di intercalazione con molte centinaia di specie chimiche (la sintesi di nuovi com-
posti idonei all’ intercalazione e’ una delle maggiori attività della chimica sintetica
[58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67] ). Condizione necessaria per la realizzazione
dell’intercalazione e’ che ci sia tra ospite ed ospitante una attivita’ chimica suffi-
ciente per: (i) realizzare il trasferimento di carica dall’intercalato al materiale ospi-
tante necessario per legare con attrazione elettrostatica gli strati dei due materiali
adiacenti; (ii) fornire l’energia elastica necessaria a separare strati adiacenti di ma-
teriale ospitante nel processo di intercalazione (nelle figure 2.12 e 2.14 e’ evidente la
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dilatazione lungo l’asse del super-reticolo dovuto all’ intercalazione).
Quando un composto di intercalazione è energeticamente stabile si può in gen-

erale preparare tramite varie tecniche come: il metodo del trasporto di vapore tra due
zone, la crescita da fase liquida, la crescita da soluzione o tecniche elettrochimiche
[58]. Tra queste possibilità le tecniche elettrochimiche sono quelle che meglio ci per-
mettono di preparare composti intercalati esotici [68] mentre il trasporto in vapore
fornisce composti con gli staging più fedeli [58].

La ragione fondamentale per cui i composti di intercalazione sono particolar-
mente idonei allo studio della fisica 2D e’ legata al fenomeno di staging (’impacchet-
tamento’) per cui un numero costante di strati del materiale ospitante (il numero o
indice di stage appunto) sono racchiusi tra piani di intercalato come mostra la figura
2.14 [49, 50]. Il fenomeno di staging determina la creazione di una matrice periodica
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Figura 2.14: Illustrazione schematica del fenomeno di staging nei GICs con indice di stag-
ing 1 ≥ n ≥ 4. In figura gli intercalati di potassio sono indicati con linee tratteggiate e
gli strati di grafite da linee continue congiungente cerchi vuoti rappresentanti schematica-
mente una proiezione della posizione degli atomi di C. La disposizione . . .ABAB . . . nella
successione degli strati di grafite per stages n ≥ 2 tipica della grafite pura è mantenuta. Per
ciascuno stage è indicata la distanza Ic tra intercalati adiacenti. Per lo stage-1 C8K la cella
unitaria comprende tutti gli intercalati distinti dall’ indice di stratificazione (α, β, γ, δ).

di piani di intercalato (un super-reticolo 1D perpendicolare ai piani degli strati).
Lo staging permette di controllare la separazione tra piani di intercalato contigui,
costituendo cos̀ı un mezzo per controllare l’ interazione interplanare e la variazione
di molte proprietà fisiche su larga scala; ad esempio, poichè la concentrazione di
portatori liberi di carica della grafite ospitante è molto bassa (10−4 portatori/atomo
a temperatura ambiente) l’ intercalazione con specie chimiche diverse con diversa
concentrazione di portatori liberi permette ampie variazioni nelle concentrazioni di
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portatori liberi realizzabili, oltre ai drastici cambiamenti nella reattività chimica dell’
intercalato dovuti ai suoi legami col materiale ospitante 19 , e quindi delle proprietà
elettriche termiche e magnetiche del materiale ospitante.

Tra tutti i materiali ospitanti la grafite è l’ unica in grado di fornire super-reticoli
con un alto ordine cristallino e periodicità molto fedele nel fenomeno di staging anche
per ordini di stage alti (si possono sintetizzare super-reticoli con n fino a 10).

La grafite (C) ammette intercalazione di monostrati di materiali CM1CM1 con
distanze C-C di poco diverse dalla grafite pura (∼ 3.35Å; se è presente Li intercalato
diventa 3.37Å) e di tripli strati ottenuti dalle sintesi di composti di bi-intercalazione
[70] che, a loro volta, possono venir preparati intercalando la specie M2 in uno stage-
2 M1-GICs (M1CCM1) formando cos̀ı una sequenza M1CM2CM1 (con distanze tra
M2 successivi di ∼ 20Å, in un composto di intercalazione con metallo clorato) 20.

I composti intercalati della grafite (i GICs, sintetizzati per la prima volta da
Schaffäutl nel 1841) sono allora particolarmente idonei ad essere studiati attraverso
il modello del LEG. Descriveremo brevemente la loro struttura e le loro proprietà
elettroniche.

2.5.1 Struttura

Come anticipato le immagini delle frange reticolari dei GICs ottenute con TEM ad
alta risoluzione (’Microscopio a Trasmissione Elettronica’) mostrano come, si possa
avere un alto grado di perfezione nel processo di staging [72] su una scala di ∼ 100Å
21, tanto da poter considerare in prima approssimazione il super-reticolo come una

c~ o I

ds

c

Figura 2.15: Modello per uno stage-3 GIC. Le linee tratteggiate rappresentano l’ interca-
lato e quelle continue la grafite.

19Per alcuni sistemi come SbCl5-GICs è possibile che il processo di intercalazione provochi una
reazione chimica chiamata disproporzione [69] che porta alla formazione di specie chimiche nello
strato di intercalato diverse da quelle originarie (SbCl3, SbCl

−5
4 , . . .). Quando ciò si verifica è

in generale possibile provocare un cambiamento di fase ad uno stato disordinato nella struttura
interna dell’ intercalato spendendo poca energia.

20Questi ultimi composti sono di particolare interesse per la sintesi di quasi 2D sistemi magnetici
[71].

21Nello stage-3 SbCl5 sono presenti regioni senza difetti, di estenzioni minima 200Å × 1000Å,
ampie regioni si trovano anche in Br2-GICs e KHg-GICs.
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sovrapposizione lineare di strati di grafite e di intercalato per cui vale la seguente
relazione (vedi figura 2.15):

Ic = ds + (n− 1)
∼
co . (2.4)

Durante l’ intercalazione rimangono praticamente inalterati rispetto alla grafite
pura, oltre alla spaziatura tra gli strati anche la caratteristica struttura ad alveare
sui piani e, come è mostrato in figura 2.14, per indici di stage n ≥ 2, l’ordine di
tipo . . .ABAB . . . nello stacking dei piani di grafite (la disposizione più stabile di
tali piani è sempre quella che minimizza il volume dello spazio interlamellare).

Un aspetto importante per la struttura dei composti di intercalazione è la pos-
sibilità di subire transizioni di fase 22. La presenza di tali transizioni richiede, nat-
uralmente, un opportuno modello per la descrizione del fenomeno di staging, che
sia in grado, ad esempio, di spiegare la transizione tra un composto con stage n ad
uno con stage n− 1 [58, 74]. A questo scopo Daumas e Hèrold [74] hanno suggerito
che, almeno per composti con indice di stage n > 1, gli intercalati devono essere
divisi in dominii e gli strati di carbonio riempiti, come in figura 2.16, cos̀ı da avere
identiche concentrazioni di intercalato tra i piani di grafite; la dimensione di tale
dominii (tra 100 e 1000Å) è essenzialmente dipendente dalla natura dell’ intercalato
e dalla qualità della grafite ospitante [75].

Poichè la grafite subisce transizione di fase nella struttura solo ad alte temper-
ature (∼ 4000oC), è possibile assistere ad una varietà di transizione di fase nella
struttura dell’ intercalato mantenendo rigida la struttura del materiale ospitante:
transizione ordine disordine (HNO3 −GICs) [49], fusione dell’ intercalato [49] (può
essere utilizzato per studiare il fenomeno della fusione 2D).

Finora ci siamo occupati dell’ ordine che la struttura dei GICs presenta lungo l’
asse del composto; altrettanto importante è però la struttura nel piano (che presen-
tano grandi regioni senza difetti maggiori di 1000Å × 1000Å ad esempio nel KHg-
GIC [72] e lunghe distanze di coerenza ∼ 104Å nel caso di Br-GICs [76]); queste
dividono i GICs in due classi: quelli con l’ intercalato commensurato rispetto all’ os-
pitante 23 e quelli con l’ intercalato incommensurato rispetto all’ ospitante 24. Nella
struttura commensurata gli atomi dell’ intercalato sono in registro con la grafite

22Queste transizioni sono in generale rivelabili tramite misure di trasporto come la dipendenza
da T della resistenza elettrica: si trovano anomalie caratteristiche nelle proprietà di trasporto del
composto, alla temperatura critica, rispecchianti cambiamenti nei processi di scattering durante la
transizione (informazioni più dettagliate sulla natura e sulla cinetica della transizione di fase della
struttura, dei diversi composti, si ricavano da misure di diffrazione: X-ray in situ [73], elettroni o
neutroni).

23Quando le correlazioni interstrato intercalato-intercalato mediate dalla grafite ospitante sono
sufficientemente a lungo raggio, gli intercalati commensurati sono disposti nel super-reticolo
seguendo l’ ordine di stacking 3D (illustrato nelle figure 2.14 e 2.17).

24Per alcuni GICs può capitare che due o più diversi disposizioni degli intercalati abbiano circa
la stessa energia libera dando luogo cos̀ı a una consistenza di più fasi di struttura nel composto (si
divide in dominii con diverse fasi di struttura). Una disposizione ordinata di queste fasi è chiamata
struttura modulata e si verifica in molti GICs di metalli alcalini [77] ad alto stage (n > 2).
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Figura 2.16: (a) Modello a singolo-dominio per un composto stage-3; (b) Modello di
Daumas-Hérold per i dominii degli intercalati di un composto stage-3; struttura più probabile
della (a) pensando lo staging come una competizione tra: la deformazione elastica dell’
ospitante da parte dell’ intercalato, che provoca una interazione effettiva sul piano a lungo
raggio attrattiva, e l’ interazione elettrostatica ed elastica interstrato che sono entrambe
repulsive; (c) Zona di passaggio tra una regione stage-3 e una stage-4, come si potrebbe
creare durante una transizione di fase dello staging.

formando celle unitarie con aree multiple di quelle della cella unitaria della grafite
(vedi figura 2.17). La registrazione dell’ intercalato tende a spostare l’ atomo dell’
intercalato in una posizione di minima energia rispetto ai piani di grafite adiacenti
(cioè sopra o sotto il centro degli esagoni della grafite cos̀ı da ottenere la massima
densità di impacchettamento [49, 58]; una configurazione di minimo impacchetta-
mento (’close packed’) sul piano dell’ intercalato, massimizza i suoi legami chimici
e minimizza l’ energia delle forze elastiche che si creano nel materiale ospitante du-
rante l’ intercalazione. Quando si può simultaneamente soddisfare il close-packing e
la registrazione dell’ intercalato a lungo raggio allora sono favoriti strati di interca-
lato commensurato; altrimenti prevalgono le configurazioni close-packed e si forma
un solido incommensurato.

Poichè l’ energia di interazione di interstrato è piccola, l’eccitazione termica a
temperatura ambiente è spesso sufficiente a distruggere tali correlazioni producendo
cos̀ı strati di intercalato quasi 2D scorrelati lungo l’ asse del super-reticolo (ad esem-
pio stage-4 C28Br2 [76] perde l’ ordine di stacking interplanare sopra 325K mentre
rimane commensurato fino a 360K).
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Figura 2.17: Diagramma schematico della cella unitaria nel piano per una struttura com-
mensurata del tipo (2x2)R0o, dove la notazione mostra le lunghezze e gli angoli dei vettori
base del reticolo dell’ intercalato relativamente a quelli del reticolo della grafite pura. Abbi-
amo atomi di C sugli angoli degli esagoni ed i cerchi vuoti rappresentano la specie intercalata.
Nel diagramma gli strati di intercalato e di grafite sono proiettati su un unico piano. Per
questa struttura ci sono quattro siti equivalenti per l’ intercalato indicati con α, β, γ, δ. Su
ogni strato di intercalato un solo tipo di sito è occupato. Le linee tratteggiate rappresentano
la cella unitaria del reticolo planare della grafite pura. Per i composti C8K e C8Rb con
stage-1 intercalati adiacenti non occupano mai uno stesso tipo di sito (vedi figura 2.14) a
causa delle forze di tensione e sono disposti con un ordine di stacking 3D.

2.5.2 Proprietà elettroniche

Le proprietà elettroniche dei GICs, in accordo con le proprietà appena discusse della
loro struttura, sono caratterizzate dalla distribuzione periodica di cariche perpen-
dicolarmente agli strati del composto; le proprietà di trasporto sono in gran parte
determinate dal processo di trasferimento di carica.

Gli intercalati di un GICs (≫ 100 specie) sono in generale classificati in base a
come si comportono nel processo di trasferimento di carica se come donori, alzando
il livello di Fermi in modo da avere una conduzione dominata dagli elettroni (met-
alli alcalini K, Rb, Cs, Li, i più usati, meno usati metalli alcalino terrosi lontanidi e
diverse leghe metalliche) o come accettori, abbassando il livello di Fermi in modo da
far condurre le buche (in generale basati su acidi di Lewis come Br2, metalli clorati,
bromati, fluorati e alogenati, ossiacidi come N2,O5, SO3 o forti acidi di Bronsted
come H4SO4 o HNO3). Il trasferimento di carica nel caso di un intercalato donore
è ben schematizzato in figura 2.18. Quando l’ atomo donore dell’ intercalato si
ionizza, cedendo l’ elettrone alla grafite circostante, questo si carica positivamente
attraendo le cariche negative negli strati di grafite; quindi, la maggior parte di elet-
troni donati, saranno trasferiti sugli strati di grafite adiacenti all’ intercalato. Poichè
la concentrazione di portatori nella grafite è molto bassa (2 · 10−4 portatori/atomo
di C a temperature ambiente e ∼ 6 ·10−5 portatori/atomo a basse temperature) 25 e

25Possiamo stimare che assumendo un trasferimento di carica alla grafite di un solo portatore
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Figura 2.18: Rappresentazione schematica del trasferimento di carica nei GICs. Gli strati
di intercalato (I), per un composto donore, trasferiscono gran parte degli elettroni agli strati
di grafite adiacenti (Ga) e una parte minore agli strati di grafite interni (Gi).

la mobilità della grafite pura è molto alta (13000cm2/V a 300K), si può sintetizzare
GICs con una conduttività molto elevata sui piani della grafite e molto bassa su
quelli dell’ intercalato. Quindi ci aspettiamo che il trasporto elettrico sia dominato
da elettroni e buche di ciò che rimane delle bande π della grafite.

Per gli intercalati accettori la situazione è molto meno definita. È generalmente
accettato che meno di un elettrone è trasferito dalla grafite a ciascuna unità di
intercalato ma non si ha ben chiaro dove tale carica risieda nell’ intercalato neppure
per il più semplice composto accettore commensurato Br2-GICs.

Per quanto riguarda il trasporto elettrico osserviamo che la conduttività elettrica
sul piano, σa con â⊥ẑ aumenta in generale, 26 rispetto a quella della grafite, di un
ordine di grandezza, o più [78]; come mostrato in figura 2.19 per diversi GICs,
l’ aumento di σa dipende dalla specie dell’ intercalato e dalla sua concentrazione.
In generale σa dipende dall’ ordine di stage e questo si spiega qualitativamente
considerando la conduttanza dell’ intero campione come la somma delle conduttanze
dei singoli strati pesata rispetto al loro spessore relativo nella celle unitaria [49] (vedi

per unità di intercalato assumendo una concentrazione di intercalato un ordine di grandezza più
piccola della concentrazione di grafite, allora avremo un aumento di tre ordini di grandezza nella
concentrazione dei portatori.

26Fa eccezione l’ intercalato di fluoro ad alte concentrazioni CxF (X < 6); inquesto caso σa per
il GICs è minore di quella della grafite per la possibilità non trascurabile che si formino legami C-F
ionici oltre che covalenti.
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Figura 2.19: Dipendenza dall’ inverso dell’ indice di stage della conduttività sul piano
di diversi tipi di GICs di metalli alcalini; i simboli indicano: ◦ grafite-Cs, △ grafite-Li, •
grafite-K, 2 grafite-Rb.

figura 2.20). Naturalmente ci aspettiamo, data la presenza dell’ intercalato, una

Iin Iout

strati di grafite adiacenti
intercalato

strati di grafite interni

Figura 2.20: Modello di conduttività addittiva per la conduttività sul piano dei GICs. Tra
i diversi strati della cella unitaria domina il contributo alla conduttività totale degli strati
di grafite adiacenti all’ intercalato.

maggiore anisotropia nella conduttività A=σa/σz dei GICs rispetto alla grafite pura
in cui A ∼ 103 − 104, a secondo della temperatura [79]; questo è effettivamente il
caso per GICs accettori in cui A ∼ 106 − 107 [80] e, anche se in minor misura, per
la maggior parte dei GICs donori tra i quali fanno eccezione quelli intercalati con
metalli alcalini donori 27 nei quali A è minore rispetto alla pura grafite (fino a A∼ 10

27il metallo alcalino ibridizza l’ elettrone π grafitico poichè contiene elettroni s e p.
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per Li-GICs stage-1). Si trova anche per A una forte dipendenza della temperatura
e dell’ ordine di stage, come mostra figura 2.21.

Figura 2.21: Dipendenza dall’ indice di stage dell’ anisotropia della conduttività in KBi-
GICs di stage a) n=5, b) n=3, c) n=2, d) n=4 [80].

Osserviamo infine che studi sulle proprietà di superficie di GICs semi infiniti in
funzione dello stage e della temperatura, hanno mostrato nei primi strati atomici di
un GICs donore (accettore), un eccesso (diminuzione) di concentrazione di interca-
lato. Nonostante ciò la rottura dei GICs a bassa temperature (∼ 77K) ha dimostrato
la possibilità di preparare superfici con concentrazioni di intercalato paragonabili a
quelle di volume, per tempi sufficientemente lunghi (minuti) [81].

2.6 Sommario

Con questa rassegna sulle caratteristiche e sulle proprietà dei sistemi di elettroni
stratificati esistenti in natura o realizzabili in laboratorio, abbiamo voluto mettere
in evidenza l’ importanza che può avere lo studio teorico del modello del LEG,
soprattutto in connessione coi problemi aperti a cui tali sistemi fisici hanno portato
come l’ effetto Hall quantistico e la cristallizzazione di Wigner.

Abbiamo presentato il sistema di elettroni legati alla superficie dell’ elio liquido
come esempio di un 2DEG classico; il sistema dello strato di inversione come esempio
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di 2DEG quantistico e di LEG con un numero limitato di piani; le eterogiunzioni a
semiconduttori come esempio di 2DEG quantistico, di doppio 2DEG, di LEG con
numero di piani molto maggiore di uno (super-reticolo), di 2DEG alternato a strati
di buche in 2D; i composti intercalati della grafite essenzialmente come esempi di
LEG con elevato numero di piani.



Capitolo 3

Proprietà di schermo in modelli
teorici

Le proprietà dei GICs descritte nella precedente sezione mostrano che in prima
approssimazione, si può utilizzare il modello del LEG per schematizzare l’ insieme
degli strati di grafite in un GIC donore a basso stage 1, con una matrice periodica di
gas di elettroni (elettroni delle bande π della grafite ospitante e quelli trasferiti dall’
intercalato donatore) confinati in piani geometrici paralleli, uniformemente spaziati
e contenenti ciascuno una distribuzione uniforme di carica planare di segno positivo
che neutralizza la carica totale del sistema rendendolo stabile (fondi neutralizzanti).

Visscher e Falicov, per primi, studiarono il LEG per determinarne le proprietà
di schermo, calcolandone la risposta dielettrica ad una carica esterna puntiforme,
giacente su uno dei piani. I loro risultati per la funzione dielettrica statica furono
ottenuti tramite la ’Random Phase Approximation’ (RPA). Tali risultati sono stati
usati da Plischke [6] e da Plischke e Leckie [82], nello studio dei GICs C24Cs e C24K,
per costruire potenziali di coppia effettivi tra gli ioni alcalini degli intercalati. Sulla
base di esperimenti di diffrazione a raggi X che mostravano come sia in C24Cs che
in C24K gli intercalati non siano in registro con la grafite ne’ ad alta temperatura
(fase disordinata), ne’ a bassa temperatura (fase ordinata) 2, gli intercalati nella loro
fase ad alta temperatura, sono modellizzati con dei liquidi bidimensionali di cariche
positive a metà strada tra due successivi strati di grafite.

Miesenböck e Tosi, sempre concentrando la loro attenzione sulla funzione dielet-
trica statica di schermo del LEG in relazione al potenziale effettivo di coppia negli
intercalati, estendono il lavoro di Visscher e Falicov, valutando il contributo dello
scambio (”buca di Fermi”) e delle correlazioni elettrone-elettrone, intrapiano a corto
raggio (”buca di Coulomb”) tramite una correzione di campo locale G(Q) ispirata

1Nel caso di un GIC accettore, in generale più anisotropo di un donore, utilizzando un LHG
(layered hole gas), cioè un LEG coi segni delle cariche dei portatori e dei fondi neutralizzanti
invertite.

2Le transizioni di fase ordine-disordine negli intercalati sono state studiate e modellizzate, ad
esempio, da Plischke e Leckie [82].

38
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all’ approccio sviluppato da Singwi ed al. [83, 84] per il gas di elettroni 3D che
lega G(Q) al fattore di struttura del gas. Fisicamente la funzione −(4πe2/Q2)G(Q)
può essere interpretato come la correzione di potenziale efficace (attrattiva) dovuta
alle correlazioni nello spazio di Fourier e determina la deviazione dalla costante
dielettrica in RPA.

Allo scopo della descrizione dei GICs i modelli presentati possono essere miglio-
rati in diversi aspetti.

• Non si considera il potenziale periodico degli atomi di carbonio. Questa inter-
azione modificherebbe certamente il fattore di struttura del liquido, portando
probabilmente a distorsioni incommensurate del reticolo della grafite;

• Si usa un modello di elettroni liberi non considerando la struttura a bande
della grafite (inclusa nel lavoro di Shung [85] in relazione alla struttura del
plasmone in GICs stage-1);

• Si trascurano gli effetti di distorsione del reticolo della grafite nel costruire il
potenziale effettivo metallo-metallo;

• Si trascura il tunneling degli elettroni tra strati di grafite [86];

• Si trascura lo spessore degli strati di grafite [87].

Nei modelli teorici che descrivono il sistema ideale del LEG l’ omissione più
importante è probabilmente quella delle correlazioni interpiano. Per visualizzare
meglio tale omissione possiamo dire che, mentre la buca di Fermi è automaticamente
resa una buca bidimensionale sul piano dall’ ipotesi di mancanza di tunnelling tra
i diversi piani del LEG, la buca di Coulomb naturalmente 3D è assunta 2D per
semplificare il calcolo della funzione di schermo dielettrico.

Nella prossima sezione presentiamo a partire dagli articoli citati, il problema
teorico dello schermo dielettrico del LEG degenere in parallelo al sistema classico
quando possibile, mettendo in luce l’ importanza che le regole di somma possono
avere nel suo sviluppo. Queste essendo relazioni esatte ed indipendenti dal valore
della costante di accoppiamento del sistema, rimangono valide là dove la teoria delle
perturbazioni fallisce (Γ > 1). Esse non solo servono come ’condizioni al contorno’ su
cui controllare la bontà del modello teorico, ma costituiscono spesso potenti principi
guida per trovare funzioni di risposta soddisfacenti nella formulazione teorica del
LEG.

3.1 Il gas di elettroni stratificato (LEG)

Seguendo la notazione di Miesenböck e Tosi consideriamo un numero Np di piani
paralleli ed uniformemente spaziati di una distanza d tra loro che contengono cias-
cuno una densità planare n2 di elettroni di massa m, immersi in un fondo uniforme
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neutralizzante. Prendiamo la direzione ẑ lungo l’ asse del super-reticolo ed imponi-
amo condizioni periodiche al contorno di Born-von Karman lungo la direzione ẑ su
una lunghezza L = Npd.

Si ottiene cos̀ı un sistema il cui stato può essere parametrizzato da sei costanti:
m, e, n2, d, Np e la temperatura T = 1/β. In funzione di questi parametri possiamo
esprimere la densità di elettroni per unità di volume n = n2/d, la distanza media
delle particelle sui piani ro tale che πr2on2 = 1, a cui spesso ci si riferisce in unità
del raggio di Bohr rs = ro/aB (aB = h̄2/me2) e la costante di accoppiamento
tra gli elettroni; quest’ ultima definita come il rapporto tra l’ energia potenziale
Coulombiana media e l’ energia cinetica media per particella su ciascun piano, è data
per un sistema classico, da Γ = βe2/ro ed è proporzionale a

√
n2, per un sistema

quantistico è la stessa rs = (mr2o/h̄)(e
2/ro) ed è allora proporzionale a 1/

√
n2.

Tutti i vettori verranno decomposti nella loro componente ẑ e in quella planare
con la notazione R ≡ (x, y, z) = (r, z) e K ≡ (kx, ky, kz) = (k, kz). Grazie alla
periodicità del sistema lungo ẑ da ora in poi kz sarà sempre, dove non specificato
altrimenti ristretto alla prima zona di Brillouin (1oBz) |kz| ≤ π/d (anche in ogni
sommatoria). Inoltre diremo che kz è consistente con le condizioni al contorno di
Born-von Karman quando kz = 2πn/L, n intero.

L’ introduzione delle condizioni cicliche al contorno semplifica analiticamente lo
studio del LEG. Ad esempio esse permettono di trattare più agevolmente le som-
matorie tramite le seguenti identità a cui faremo spesso ricorso:

(i) Per qualunque qz nella prima zona di Brillouin e consistente con le condizioni
al contorno di Born-von Karman

∑

zm

eiqzzm = Npδqz ,0 , (3.1)

dove zm = md e nella sommatoria l’ indice di piano corre su tutti gli Np piani.

(ii) Per qualunque zm = md

∑

qz

eiqzzm = Npδm,0 , (3.2)

dove qz nella somma corre su tutta la prima zona di Brillouin consistentemente
con le condizioni al contorno di Born-von Karman.

Visscher e Falicov introdussero l’ approssimazione di strati infinitamente sottili
e trascurarono il tunnelling di elettroni tra diversi piani. Partiamo dal sistema
classico, indicando con

ρm(r) =
N
∑

im=1

δ(r− rim) , (3.3)
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la densità microscopica degli elettroni puntiformi dell’ m-esimo piano, dove l’ im-
esimo elettrone è situato in rim con impulso pim . L’ Hamiltoniana corrispondente è
(a meno dell’ interazione col potenziale che localizza gli elettroni su i piani):

H =
Np
∑

m=1

N
∑

im=1

p2im
2m

+
1

2

∫

dr
∫

dr′
∑

m,m′

v(r− r′, m−m′)[ρm(r)ρm′(r′) (3.4)

−ρm(r)δ(r− r′)δm,m′ ]− N

A

∑

m,m′

∫

drρm(r)v(r− r′, m−m′) . (3.5)

Abbiamo supposto di avere N elettroni su ognuno degli Np piani di area A. Suppo-
nendo che la costante dielettrica reticolare della grafite e delle specie intercalate siano
circa uguali (∼ 1), trascuriamo nell’ interazione qualsiasi contributo di potenziale

immagine e prendiamo cos̀ı v(r,m) = e2/
√

r2 + (md)2.

Indicando con ρm(k) =
∫

dre−ikrρm(r) possiamo riscrivere H nella forma

H =
Np
∑

m=1

N
∑

im=1

p2im
2m

+
1

2A

∑

k

∑

m,m′

ve(k, m−m′)[ρm(k)ρm′(−k)−Nδm,m′ ] , (3.6)

dove l’ interazione effettiva ha la forma

ve(k, z) =
2πe2

k
(e−k|z| − NpN

A
δ(k)) . (3.7)

Nell’ analogo sistema quantistico chiamiamo ψK(R) l’ esatta funzione d’ onda di
particella singola in R con impulso sul piano k e quasimpulso ortogonale ai piani
qz ∈ 1oBz, essa si può prendere della forma:

ψK(R) =
1√
A
e−ikrϕkz ,ν(z) , (3.8)

dove abbiamo indicato con ϕkz,ν(z) le funzioni di Bloch con indice di banda ν che
descrivono il moto degli elettroni lungo ẑ e che sono soluzioni dell’ equazione di
Schrödinger con un potenziale periodico scritto come sovrapposizione di buche pro-
fonde e strette, centrate su ciascun sito reticolare

∑

m U(z − md). Indichiamo con
ϕν(z) le autofunzioni della singola buca di potenziale U(z) e assumiamo che U(z)
sia sufficientemente profonda da poter considerare occupato solo lo stato con energia
minore ; questo ci permetterà di trascurare l’ indice ν.

Poichè gli elettroni del LEG devono essere localizzati spazialmente sui vari strati
nella descrizione dei loro stati di singola particella è utile lavorare, piuttosto che con
le funzioni di Bloch con le funzioni di Wannier [88] definite da:

a(z −md) =
1

√

Np

∑

kz

e−ikzmdϕkz(z) , (3.9)
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che nell’ approssimazione di Tight-binding sono identificate con le autofunzioni delle
buche di potenziale isolate U(z −md):

a(z −md) = ϕ(z −md) . (3.10)

Nella rappresentazione di Wannier la funzione d’ onda di singola particella diventa:

ψk,m(R) =
1√
A
e−ikra(z −md) . (3.11)

Possiamo allora definire l’ operatore di campo come:

Ψ(R) =
∑

k,m

ψk,m(R)ak,m , (3.12)

dove abbiamo indicato con ak,m(a
†
k,m) l’ operatore che distrugge (crea) un elettrone

localizzato sull’ m-esimo piano con impulso k.
Possiamo allora scrivere la componente di Fourier ρm(q) di (3.3) in seconda

quantizzazione come :

ρm(q) = 2
∑

k

a†k,mak+q,m , (3.13)

dove il fattore 2 tiene conto delle orientazioni di spin degli elettroni.
Definendo l’ operatore cK (c†K) tramite la relazione ak,m = 1√

Np

∑

kz e
ikzmdcK , l’

Hamiltoniana corrispondente alla (3.6) in seconda quantizzazione (vedi appendice
in [89]) si scrive:

H =
∑

K

ξ(K)c†KcK +
1

2ANp

∑

Q

q 6=0

v(Q)
∑

K,K ′

c†Kc
†
K ′cK ′+QcK−Q . (3.14)

L’ interazione elettrone-elettrone ha la forma:

v(Q) = e2
∑

m

e−iqzmd
∫

dre−iqrv(r, md) ≡
∑

m

e−iqzmdvm(q) (3.15)

= e2v2D(q)
sinh(qd)

cosh(qd)− cos(qzd)
(3.16)

vm(q) = e−|md|qe2v2D(q) (3.17)

v2D(q) =
2π

q
. (3.18)

L’ energia cinetica per elettrone ha la forma seguente.

(i) In assenza di tunneling:

ξ(K) =
h̄2k2

2m
, (3.19)
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(ii) In presenza di tunneling in approssimazione di ’tight binding’ e in approssi-
mazione di primi vicini ([86]):

ξ(K) =
h̄2k2

2m
+ 2T cos(kzd) , (3.20)

dove abbiamo indicato con T =
∫

dzϕ⋆(z)U(z)ϕ(z ± d) (utilizzanto l’ approssi-
mazione dei primi vicini [86]).

Nel caso più generale la superficie di Fermi ha una forma a simmetria cilindrica
ed un profilo cosinusoidale lungo l’ asse ẑ, ma il valore dell’ energia di Fermi risulta
indipendente dal tunneling elettronico ed è dato da EF = h̄2k2F/2m dove k2F = 2πn2,
infatti:

An2 =
∑

k<kF

2 =
2A

(2π)2
πk2F . (3.21)

3.2 Teoria della risposta lineare nel LEG

Sottoponendo il LEG ad un debole potenziale esterno Φest(r, z; t) in vacuo l’ Hamil-
toniana del sistema è modificata dall’ accoppiamento del LEG al potenziale pertur-
bante:

H → H +H ′(t) = H +
∫

dr
∑

m

Φest(r, md; t)ρm(r) (3.22)

= H +
1

ANp

∑

Q

Φ
est
(Q; t)ρ(−Q) . (3.23)

Tenendo conto della dinamica bidimensionale degli elettroni (vedi (3.29)) nella (3.23)
ed anche nel seguito dove non specificato altrimenti, le trasformate di Fourier lungo
ẑ sono convenientemente rappresentate dalle sommatorie

∑

m . . . e
ikzdm. Indicando

con Φest
m (q; t) ≡ Φest(q, md; t), ad esempio per il potenziale esterno definiamo:

Φ
est
(Q; t) =

∑

m

e−iqzmdΦest
m (q; t) (3.24)

=
∑

q′z

L−1

(

∑

m

ei(qz−q′z)md

)

Φ(q, qz; t) = (3.25)

=
1

d

∑

G

Φest(q, qz +G; t) , (3.26)

dove G = 2πn/d, n intero, è il generico vettore del reticolo reciproco del super-
reticolo e Φest(q, qz; t) è la trasformata di Fourier rispetto alle coordinate spaziali di
Φest(r, z; t). Nell’ ultimo passaggio abbiamo usato la (3.1) osservando che qz − q′z
non è ristretto alla prima zona di Brillouin.
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Indicando con 〈. . .〉o la media termica sull’ ensemble di equilibrio 3 , con 〈. . .〉
quella sull’ ensemble perturbato dal potenziale esterno 4 ed infine con δρm(q; t) =
ρm(q; t)− 〈ρm(q; t)〉o, possiamo introdurre la funzione di risposta lineare di densità
del LEG χ(q, z, z′;ω) che mette in relazione la densità di carica indotta δρ(q, z =
md;ω) ≡ 〈δρm(q;ω)〉 al potenziale esterno perturbante Φest(q, z;ω) tramite:

δρ(q, z;ω) =
∫

dz′χ(q, z, z′;ω)Φest(q, z′;ω) . (3.28)

Da ora in poi, per non appesantire ulteriormente la notazione, adotteremo per
il campo δρ(r, md; t) funzione delle coordinate dello spazio fisico r, md e del tempo
t e per la funzione delle coordinate dello spazio delle fasi δρm(r; t) dipendente dai
parametri r, m e t, lo stesso simbolo δρm(r; t) poichè chiaramente identificabili dal
contesto in cui vengono usate.

La dinamica bidimensionale degli elettroni determina la seguente dipendenza
spaziale della densità di carica indotta:

δρ(r, z; t) =
∑

m

δ(z −md)δρm(r; t) , (3.29)

e la risposta del LEG è descritta dalla funzione χm−m′(r− r′; t− t′) (vedi appendice
5 in [90]):

iχm−m′(r− r′; t− t′) = θ(t− t′)〈[δρm(r; t), δρm′(r′; t′)]〉o , (3.30)

dove abbiamo indicato con θ(t − t′) la funzione scalino di Heaviside e con [. . . , . . .]
il commutatore nel LEG quantistico o le parentesi di Poisson nel LEG classico. Le
componenti della densità di carica indotta sono allora legate al potenziale esterno
da:

δρm(q;ω) =
∑

m′

χm−m′(q;ω)Φest
m′ (q;ω) , (3.31)

ovvero dalla (3.31) e dalla (3.29) segue:

δρ(Q;ω) = χ(Q;ω)Φ
est
(Q;ω), (3.32)

dove abbiamo indicato con χ(Q;ω) =
∑

m e
−iqzmdχm(q;ω) .

In aggiunta a χm−m′(q;ω) è utile introdurre un’ altra funzione di risposta longitu-
dinale del LEG, che chiameremo funzione di risposta schermata ed indicheremo con

3Dato un osservabile microscopicoA avremo 〈A〉o = tr{woA} con wo matrice densità del sistema
imperturbato. All’ equilibrio termodinamico wo = e−βH/tr{e−βH} .

4Dato un osservabile microscopico A avremo 〈A〉 = tr{w(t)A} con w(t) matrice densità del
sistema perturbato definita dalla equazione di Schröedinger:

ih̄
∂w(t)

∂t
= [H +H ′(t), w(t)]

linearizzazione≃ [H,w(t)− wo] + [H ′(t), wo] , (3.27)

con la condizione al contorno limt→−∞ w(t) = wo.



3.2 Proprietà di schermo in modelli teorici Pag. 45

∼
χm−m′ (q;ω). Questa lega la densità di carica indotta (3.29) al potenziale schermato
o di ’Hartree’,

ΦH
m(q;ω) = Φest

m (q;ω) +
∑

m′

vm−m′(q)δρm′(q;ω) , (3.33)

tramite la relazione :

δρm(q;ω) =
∑

m′

∼
χm−m′ (q;ω)ΦH

m′(q;ω) , (3.34)

ovvero, indicando con Φ
H
(Q;ω) =

∑

m e
iqzmdΦH

m(q;ω):

δρ(Q;ω) =
∼
χ (Q;ω)Φ

H
(Q;ω) . (3.35)

Il potenziale di Hartree è quello sentito da una carica introdotta nel sistema ’LEG +
perturbazione esterna’, piuttosto che quello sentito dalle particelle del LEG. Queste
ultime sentono anche l’ effetto dovuto alla precisa ’buca’ che ciascuna di loro tende
a ’scavare’ intorno a se stessa. Terremo conto di questo effetto nella sottosezione
3.5.1 con le cos̀ı dette correzioni di campo locale.

Dalla (3.30) prendendo la trasformata di Fourier rispetto alle variabili spazio-
temporali è immediato trovare la relazione tra χ(Q;ω) e la funzione di struttura
dinamica di Van Hove del LEG S(Q;ω) =

∑

m e
−iqzmdSm(q;ω)

5 nella forma:

Imχ(Q;ω) = −n2

2h̄
[S(Q;ω)− S(−Q;−ω)] , (3.36)

espressione del teorema di fluttuazione e dissipazione. Il principio del bilancio det-
tagliato per il LEG all’ equilibrio termodinamico ci permette di riscrivere la (3.36)
nella forma [90]:

Imχ(Q;ω) = −n2

2h̄
[1− exp(−h̄ω/KBT )]S(Q;ω) , (3.37)

che nei due limiti di interesse di fluido degenere (T ≪ TF = EF/KB) e di fluido
classico (KBT ≫ h̄ω) all’ equilibrio termodinamico si rilegge cos̀ı:

S(Q;ω) =

{

−(2/βn2ω)Imχ(Q;ω) (classico)
−(2h̄/n2)θ(ω)Imχ(Q;ω) (degenere)

(3.38)

5 Sm(q;ω) è una funzione fondamentale nello studio sia teorico che sperimentale del LEG
(come di qualsiasi sistema a molticorpi). Essa è sperimentalmente accessibile poichè entra (in
accordo con la teoria di van Hove dello scattering inelastico di neutroni da liquidi [91]) nell’ espres-
sione della sezione d’ urto della diffusione anaelastica, trattabile in approssimazione di Born, di
una particella non relativistica da parte del LEG (o meglio dal suo piano a z = md). Questo
fa in modo che Sm(q;ω) sia legata alla probabilità per unità di volume Pm(q;ω) che il piano
m assorba un impulso h̄q ed una energia h̄ω nell’ esperimento di diffusione anelastica dalla re-
lazione Pm(q;ω) = n2|vq|Sm(q;ω), dove vq è il potenziale di interazione tra la particella inci-
dente e una particella del fluido bidimensionale. D’ altra parte Sm(q;ω) fornisce direttamente
informazioni sulla dinamica dell’ insieme di elettroni essendo la trasformata di Fourier spazio-
temporale della funzione di correlazione di coppia dipendente dal tempo (vedi sottosezione 4.6.1)
(1/n2)〈δρ̂(r,md; t)δρ̂(r = 0,m = 0; t = 0)〉
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Nel caso del LEG classico il fattore di struttura locale è allora dato da

S(Q) ≡
∫

dω

2π
S(Q;ω) = −KBT

n2

∫

dω

π
ω−1Imχ(Q;ω) , (3.39)

dalla relazione di Kramers-Krönig per la funzione di risposta χ(Q;ω) finita e causale
(vedi (3.30)) ricaviamo:

S(Q) = −KBT

n2
χ(Q;ω = 0) ≡ −KBT

n2
χ(Q) . (3.40)

Un’ altra funzione direttamente esprimibile in termini della funzione di risposta
di densità lineare è la funzione dielettrica definita, in analogia con l’ elettrostatica
elementare, come:

1

ε(Q;ω)
= 1 +

δρ(Q;ω)

ρest(Q;ω)
, (3.41)

dove ρest è legato a Φest dall’ equazione di Poisson:

Φest(Q;ω) = 4πe2(q2 + q2z)
−1ρest(Q;ω) . (3.42)

È importante però osservare che ε(Q;ω) ha una espressione semplice solo nel caso
in cui ρest(Q;ω) possiede la stessa periodicità di δρ(Q;ω) cioè:

ρest(q, qz;ω) = ρest(q, qz +G;ω) , (3.43)

che equivale [9] a richiedere che la carica esterna sia confinata sui piani del LEG
con:

ρest(q, md;ω) =
1

Np

∑

qz

eiqzmdρest(q, qz;ω) . (3.44)

In questo caso infatti dalla (3.24) e dalle (3.42), (3.15) ricaviamo:

Φ
est
(Q;ω) =

4πe2

d

∑

G

[

1

q2 + (qz +G)2

]

ρest(Q;ω) = v(Q)ρest(Q;ω) , (3.45)

e quindi dalle (3.41), (3.32) segue la relazione standard:

1

ε(Q;ω)
= 1 + v(Q)χ(Q;ω) , (3.46)

Possiamo allora scrivere, confrontando (3.32) con (3.35):

χ(Q;ω) =

∼
χ (Q;ω)

ε(Q;ω)
, (3.47)

ed anche:

ε(Q;ω) = 1− v(Q)
∼
χ (Q;ω) , (3.48)

Riscrivendo χ(Q;ω) nella forma dell’ equazione (3.47) si tiene conto degli effetti di
lungo raggio dell’ interazione Coulombiana: in particolare notiamo che la risonanza
alla frequenza di plasma determinata da ε(Q;ω) = 0 (vedi (3.119)) è esplicitata nel
denominatore di (3.47).
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3.2.1 Regola di somma sulla compressibilità

La richiesta che la risposta del sistema ad una perturbazione statica di grande
lunghezza d’ onda (una compressione uniforme) debba dare la compressibilità che
si ottiene termodinamicamente dall’ energia dello stato fondamentale nel sistema
quantistico degenere, o dall’ energia libera nel sistema classico, costituisce una con-
dizione sul comportamento a grandi lunghezze d’ onda della funzione di risposta
schermata statica.

In generale dalla termodinamica del sistema ricaviamo che il potenziale chimico
(livello di Fermi, nel caso degenere) locale dell’ m-esimo piano µm(r) = µ(ρm(r))
varia con ΦH

m(r) (definito in (3.33)) in modo tale che la forza con cui il potenziale
di Hartree agisce sulle cariche del piano m-esimo, cioè ∇rΦ

H
m(r), sia bilanciata dal

gradiente del potenziale chimico del piano considerato ∇rµm(r), cioè:

∇rΦ
H
m(r) = ∇rµm(r) . (3.49)

Usando, per lente variazioni nello spazio, la relazione termodinamica δµm(r) =
(∂µm/∂ρm)δρm(r) troviamo la densità di carica elettronica in trasformata di Fourier
per q 6= 0:

δρm(q) = −n2
2K2DΦ

H
m(q) (qro ≪ 1) (3.50)

K−1
2D = n2

2

∂µ

∂n2
, (3.51)

da cui ricaviamo la regola di somma sulla compressibilità applicata alla polarizz-
abilità propria del LEG:

lim
q→0

∼
χm (q; 0) = (−n2

2K2D)δm,0 . (3.52)

È importante osservare che nel caso del LEG nel limite termodinamico di Np →
∞ e d finito dobbiamo stare attenti nel determinare quale restrizione impone la (4.38)

sulla
∼

χ(Q;ω)=
∑

m

∼
χm(q;ω) e

iqzmd. In questo caso non siamo autorizzati a passare il

limq→0 attraverso la sommatoria infinita che definisce la
∼

χ(Q;ω) indipendentemente
dal valore di qz ∈ 1oBz; ossia ad ammettere che valga la regole di somma:

lim
q→0

∼
χ (Q; 0) = −n2

2K2D ∀ qz ∈ 1oBz . (3.53)

Tale regola di somma è infatti in contraddizione con la condizione di elettroneu-

tralità del LEG per cui Sm(q)
q→0−→ 0 (vedi capitolo 4): considerando la (3.53) valida

∀qz ∈ 1oBz ed utilizzando la (3.40), le (3.47) e (3.48) per ω = 0 ed infine la (3.53)
ricaviamo:

S(q → 0, qz) =
(1− cos(qzd))K2D/Ko

2D

(1− cos(qzd)) + dqDK2D/Ko
2D

+O(q2) , (3.54)
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dove qD = 2πn2βe
2 è il numero d’ onda di Debye e Ko

2D = β/n2 la compressibilità
isotermica di un gas ideale classico. Per Np → ∞ e d finito abbiamo:

lim
q→0

So(q) = d
∫

1oBz

dqz
2π

lim
q→0

S(q → 0, qz) (3.55)

=
dK2D

Ko
2D



1− qDdK2D/Ko
2D

√

qDdK2D/Ko
2D(2 + qDdK2D/Ko

2D)



 6= 0 , (3.56)

che viola l’ elettroneutralità del piano in z = 0.
Per determinare la forma che la regola di somma sulla compressibilità assume

per il fattore di struttura statico S(Q) di un LEG con un numero infinito di piani,
osserviamo che tale sistema è ’visto’ da una perturbazione statica con q → 0 e qz → 0
(Q→ 0), come un jellium omogeneo in 3D con elettroni vincolati a muoversi ortogo-
nalmente a ẑ e quindi incomprimibile lungo la direzione ẑ. Tale analogia col jellium
in 3D ci suggerisce la seguente forma per la regola di somma sulla compressibilità:

lim
Q→0

S(q, qz) =

(

Q

QD

)2

−
(

Q

QD

)4 Ko
2D

K2D
, (3.57)

dove QD =
√

4πβn2e2/d. Questa condizione diventa la regola di somma sulla com-

pressibilità per il sistema omogeneo in 3D se sostituiamo in essa K2D (Ko
2D) con la

compressibilità del jellium in 3D (del jellium non interagente in 3D). Come vedremo
nel corso del lavoro di tesi, questa ’somiglianza’ tra il LEG analizzato per mezzo di
perturbazioni con qz = 0 e qd≪ 1 ed il jellium in 3D omogeneo analizzato a grandi
lunghezze d’ onda, costituisce una caratteristica tipica di diverse proprietà del LEG
(come ad esempio il comportamento a piccoli impulsi trasferiti della frequenza delle
oscillazioni collettive di plasma studiato nella sottosezione 3.4.1, le regole di somma
multipolari studiate nella sottosezione 4.3, gli andamenti asintotici delle correlazioni
trattati nel capitolo 4).

Vediamo adesso come la (3.50) sia sufficiente per dimostrare che l’ uso del campo
di Hartree porta automaticamente a soddisfare la proprietà dello schermo perfetto
di carica. A tale scopo è sufficiente ricordarci la definizione del campo di Hartree
(vedi (3.33)):

ΦH
m(q) =

2πe2

q

∫

dze−q|md−z|ρest(q, z) +
2πe2

q

∑

m′

e−q|m−m′|dδρm′(q) . (3.58)

Moltiplicando questa espressione per q/2πe2 e prendendo il limite q → 0 in entrambi

i membri ricordandoci della (3.50) (dalla quale ricaviamo che ΦH
m(q)

q→0−→ costante
dove costante è una funzione del numero di piani 6), troviamo che la carica esterna
totale è esattamente bilanciata dalla carica totale indotta (schermo perfetto):

∫

d3Rρest(R) = −
∑

m

∫

drδρm(r) . (3.64)

6Quando le cariche esterne perturbanti stanno su gli Np piani del LEG con densità ρestm (q)
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Un campo esterno statico, lentamente variabile nello spazio è perfettamente scher-
mato dalle cariche del LEG su una distanza qs = 2πn2

2e
2K2D.

Prima di concludere questa sezione è interessante discutere le approssimazioni
di Thomas-Fermi (TFA) per il LEG quantistico e l’ analoga approssimazione di
Debye-Hückel (DHA) per il LEG classico che come vedremo nella prossima sezione,
danno il limite di grandi lunghezze d’ onda (qro ≪ 1) delle funzioni di risposta
lineare di densità, statiche, del sistema non interagente degenere o classico e note
rispettivamente come funzione di Lindhard e funzione di Vlasov.

Per ottenere la TFA o la DHA è sufficiente considerare la (3.50) valida per ogni
valore di q dopo che abbiamo sostituito nella K2D la compressibilità isotermica di
un gas ideale in 2D:

Ko
2D =

1

mn2so2D
2 , so2D =







vF/
√
2 , vF = h̄kF/m (degenere)

√

KBT/m (classico)
(3.65)

dove abbiamo indicato con so2D la velocità isotermica del suono in un gas ideale
bidimensionale che, quando degenere, ha un numero d’ onda di Fermi kF =

√
2πn2

(vedi (3.21)). Otteniamo quindi:

∼
χ
TFA,DHA

(Q) = −n2Ko
2D =

{

−qTF/2πe
2 ; qs = qTF (degenere)

−qD/2πe2 ; qs = qD (classico)
(3.66)

o anche dalla (3.48):

εTFA,DHA(Q) = 1 + v(Q)
qTFA,DHA

2πe2
, (3.67)

combinando la (3.58) con la (3.50) si ricava per qro ≪ 1 che:

δρm(q)[1 + q/qs] = −ρestm (q)−
∑

m′( 6=m)

e−|m−m′|qd[ρestm′ (q) + δρm′(q)] , (3.59)

dove indichiamo con qs = 2πn2
2e

2K2D l’ inverso della distanza di schermo del 2DEG. Dalla (3.58)
ricaviamo allora:

lim
q→0

ΦH
m(q) = lim

q→0

∑

m′

e−|m−m′|qd 2πe
2

q
[ρestm′ (q) + δρm′(q)] (3.60)

=
∑

m′

2πe2





ρestm′ (0)

qs
−

∑

m′′( 6=m′)





ρestm′′(0)

qs
−

∑

m′′′( 6=m′′)

(

ρestm′′′(0)

qs
− . . .

)







(3.61)

= 2πe2
ρesttot

qs
[1−A+A2 −A3 +A4 − . . .] , con A = (Np − 1) , (3.62)

dove ρesttot =
∑

m ρestm (q = 0) è la carica esterna totale ed abbiamo usato il fatto che
∑

m

∑

m′( 6=m) f(m) = (Np − 1)
∑

m f(m) con f(m) una generica funzione dell’ indice di piano

m. Dalla (3.62) ricaviamo:

lim
q→0

ΦH
m(q) = 2πe2

ρestT

qsNP
. (3.63)
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dove nel caso degenere abbiamo indicato con qTF = 2/aB l’ inverso della lunghezza
di schermo di Thomas-Fermi (aB = h̄2/me2 è il raggio di Bohr) e nel caso classico
qD = 2πn2e

2/KBT è l’ inverso della lunghezza di schermo di Debye-Hükel.
Una conseguenza sorprendente della (3.50) nel caso di TFA è che troviamo una

lunghezza di schermo (qTF = 2/aB) indipendente dalla densità planare n2 (a dif-
ferenza del caso tridimensionale dove lo schermo dipende dalla densità del liquido).
Questo fa in modo che la TFA diventi una approssimazione cattiva al tendere a zerro
della densità planare. Naturalmente l’ approssimazione TF è diversa dal risultato
esatto anche nel limite q → 0, poichè non tiene conto delle oscillazioni di Friedel
di lunghezza d’ onda 2π/2kF , dominanti a grandi distanze [5] e dovute alla dis-
continuità nella distribuzione degli impulsi alla superficie di Fermi (vedi la sezione
successiva) .

3.2.2 Il segno della compressibilità

Il nuovo metodo usato nel 1991 da Eisenstein ed al. [14] per la misura sperimen-
tale del segno e del valore assoluto della compressibilità termodinamica K−1 =
n2
2(∂µ/∂n2) di un 2DEG, sia in assenza di campo magnetico che nel limite es-

tremamente quantistico di forte campo magnetico (ν < 1), offre un esempio dell’
importanza delle correlazioni Coulombiane intrapiano.

L’ apparato sperimentale di Eisenstein ed al. è schematicamente mostrato in
figura 3.1 e consiste di un elettrodo di alluminio (gate) e di una eterostruttura di

~
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... .
.

.

Figura 3.1: Schema dell’ apparato sperimentale usato da Eisenstein ed al. [14].

GaAs-AlGaAs trattata con drogaggio modulato e ben descrivibile con un sistema di
due 2DEG equivalenti, elettricamente isolati tra loro, separati di una distanza d ∼
375Å e con densità planari nominali n2 ∼ 1.5·1011cm−2 e mobilità µ ∼ 3·106cm2/V s.
Applicando un potenziale (di gate) tra l’ elettrodo e il 2DEG superiore si forma tra
questi un campo elettrico Eo che parzialmente penetra oltre il 2DEG superiore 7.

7Un piano di elettroni classici collegato a terra riesce sempre a schermare perfettamente un
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Collegando tra loro i due 2DEG con connessioni elettriche esterne che mantengono
i potenziali chimici dei due sistemi di cariche uguali, il campo penetrante Ep forzerà
gli elettroni a svuotare o riempire il 2DEG superiore al variare del potenziale di
gate (per Vg < −1V esso è completamente svuotato), fornendo cos̀ı un metodo
per controllare la densità di carica planare n2 di un 2DEG. Se assumiamo che la
penetrazione di Eo sia debole, l’ intensità di corrente cha passa nel collegamento tra
i due 2DEG (Isig) è direttamente proporzionale all’ inverso della compressibilità del
2DEG superiore K−1

s .
Con questa tecnica Eisenstein ed al. hanno trovato valori negativi di Ks a

T = 1.2K e in assenza di campo magnetico, scendendo sotto la densità critica
Nc = 1.1 · 1011cm−2. L’ andamento di (Ksn

2
2,s)

−1 osservato in funzione di n2,s è
qualitativamente diverso da quello di una costante positiva, atteso per il sistema
non interagente.

L’ energia per particella dello stato fondamentale (T = 0) di un 2DEG si può
scomporre nei seguenti termini 8:

ε = εcin + εp = εocin + εsc + εc (3.70)

dove nel secondo membro abbiamo introdotto l’ energia cinetica per elettrone del
2DEG interagente, εcin e l’ energia potenziale per elettrone del 2DEG interagente
(chiamata anche, nel caso classico, energia interna in eccesso per elettrone),

εp =
n2

2

∫

dr
e2

r
[g(r)− 1] (3.71)

=
1

2A

∑

q

2πe2

q
[S(q)− 1], (3.72)

dove S(q) è il fattore di struttura statico del 2DEG e g(r) la funzione di distribuzione
radiale intrapiano (vedi la definizione (4.16) e la discussione successiva). Nel terzo
membro della (3.70) abbiamo indicato con

εocin =
1

N

∑

q,σ

|q|<qF

h̄2q2

2m
=

1

r2s

(

e2

2aB

)

=
1

2
EF , (3.73)

campo elettrico esterno. Questo è falso per un piano di elettroni quantistico (con densità degli
stati finita) in cui il principio di Pauli richiede rispetto al caso classico, una energia aggiuntiva per
riempire con elettroni la buca quantistica che forma il piano carico [92].

8L’ energia cinetica per particella εcin e quella potenziale per particella εp introdotte in (3.70)
si possono esprimere in termini dell’ energia di correlazione per particella εc definita in (3.70)
applicando il teorema del viriale in 2D [93]:

εcin = εocin − ∂

∂rs
(rsεc) (3.68)

εp = εsc +
1

rs

∂r

∂rs
(r2sεc) (3.69)
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l’ energia cinetica di particella libera (ricavata supponendo gli impulsi delle particelle
distribuiti secondo la distribuzioni di Fermi-Dirac) per elettrone dove rs ≡ ro/aB =

me2/h̄2
√

(πn2) ed EF = h̄2(2πn2)/2m. Abbiamo indicato con

εsc =
1

AN

∑

q

2πe2

q

∑

k

|k|<qF , |k+q|<qF

1 = −8
√
2

3πrs

(

e2

2aB

)

, (3.74)

l’ energia di scambio di Hartree-Fock per elettrone, ossia quella parte di εp che si
ricava utilizzando per [g(r)− 1] la cosiddetta ’buca di Fermi’ (vedi ad esempio [90])

9

2

(

j1(kF r)

kF r

)2

con j1(x) =
sin x− x cos x

x2
. (3.75)

Ed infine abbiamo definito εc ≡ ε− [εocin + εsc] l’ energia di correlazione per elettrone.
Indicando con P la pressione nel 2DEG, la compressibilità isotermica è definita

come:

1

KT
≡ n2

[

∂P

∂n2

]

N,T

. (3.76)

La pressione a sua volta, è definita da:

P ≡ (n2)
2

[

∂ε

∂n2

]

N

. (3.77)

Cambiando allora variabili da n2 ad rs ∝ n
−1/2
2 ed esprimendo l’ energia di corre-

lazione per elettrone in unità di rydbergs (1Ry = e2/2aB) si ricava per la compress-
ibilità isotermica la seguente espressione:

1

KT
=
n2rs
4

[

8

r3s
− 8

√
2

πr2s
− ∂εc
∂rs

+ rs
∂2εc
∂r2s

]

. (3.78)

La compressibilità isotermica di un 2DEG non interagente a temperatura zero è
allora:

1

Ko
T

=
n2

2r2s
. (3.79)

In approssimazione di Hartree-Fock (εc = 0) abbiamo:

Ko
T

KT
= 4

[

1−
√
2

π
r2s

]

. (3.80)

Quindi K−1
T decresce linearmente in rs per rs → ∞ (o analogamente diverge ∝ n

−1/2
2

per n2 → 0) e diventa negativa per una densità critica rHF
s c = π/

√
2 ∼ 2.221 o

nHF
2 c = 6.5× 1010cm−2 per GaAs.
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Eisenstein ed al. confrontano i loro risultati con i risultati numerici (da sim-
ulazioni di Monte Carlo) di Tanatar e Ceperley [26] per l’ energia di correlazione
di un 2DEG che portano ad una densità critica del 20% più alta di quella ricavata
in approssimazione di Hartree-Fock e ad una compressibilità con una leggera devi-
azione dalla dipendenza lineare da rs prevista in tale approssimazione. Essi trovano
che i loro dati sono in buono accordo qualitativo con la teoria del 2DEG ideale.

Data la capacità mostrata da tali sistema di mettere in evidenza l’ importanza
delle correlazioni Coulombiane sulla compressibilità del campione, Eisenstein ed al.
lo utilizzano anche per studiare l’ andamento della compressibilità di un 2DEG
sottoposto a campi magnetici molto alti in funzione del parametro di riempimento
di Landau νs = hn2,s/eB. Per tale sistema, in cui il livello di Fermi è contenuto nel
livello di Landau più basso, essi osservano un drastico cambiamento nell’ andamento
di (n2

2,sKs)
−1 rispetto al caso B = 0: a T = 1.2K e B = 7.5T (con ν ∼ 0.8 costante)

(n2
2,sKs)

−1 ha valori negativi per 0 < νs < 1, ha un grande picco positivo quando si
forma nel sistema lo stato di QHE con νs = 1 e presenta due buche, una più profonda,
subito dopo νs ∼ 0, e una meno profonda, subito prima di ν ∼ 1. Aumentando
B ∼ 12T e diminuendo T = 0.35K essi trovano che si sviluppano due netti picchi
intorno a νs = 1/3 e νs = 2/3 che rappresentano una traccia termodinamica dei
corrispondenti stati di FQHE e che sono entrambi seguiti e preceduti da dei minimi
ben distinti.

Questi andamenti della compressibilità sono in buon accordo qualitativo con le
previsioni teoriche esistenti. Eisenstein ed al. osservano che in analogia col caso
B = 0, nel caso B = 7.5T e T = 1.2K, Ks diventa negativa nel limite estremamente
quantistico di νs < 1, almeno fino a quando non si sviluppa uno stato incomprimibile
dovuto all’ FQHE, poichè l’ energia di interazione Coulombiana predomina su quella
cinetica (per il confinamento del moto delle cariche dovuto al campo magnetico);
a basse densità νs → 0 ci si aspetta ancora una divergenza negativa di (n2

2,sKs)
−1

(che risulta tagliata a causa del riempimento totale della prima orbita di Landau
del 2EG superiore). Alzando B e abbassando T ci mettiamo nelle condizioni ideali
per osservare il FQHE che si manifesta con i due stati incomprimibili aventi fattore
di riempimento 1/3 e 2/3 (anche in questo caso i 2 picchi sono più deboli delle
previsioni teoriche per cui K−1

s → ∞. Questo è dovuto, principalmente, al disordine
e alla disomogeneità del campione).

La presenza dei minimi che seguono e precedono ciascun picco di (n2
2,sKs)

−1

in corrispondenza dei fattori di riempimento frazionari, si può considerare come
una forte conferma sperimentale (termodinamica) dell’ esistenza di gas diluiti di
quasiparticelle interagenti tra gli stati fondamentali condensati di FQHE (vedi sot-
tosezione 2.4.1 ). Tali minimi si spiegono infatti, in completa analogia con le di-
vergenze viste per n2,s → 0 a B = 0 e per νs → 0.1 in B 6= 0, osservando che
avvicinandosi agli stati di FQHE, la densità di quasi buche o quasi particelle eccitate
diminuisce per la loro condensazione negli stati di FQHE a molticorpi, provocando
cos̀ı una divergenza negativa di (n2

2,sKs)
−1 (troncata dal rumore che dominerà per

densità di quasiparticelle troppo basse).
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3.3 Risposta dielettrica del LEG non interagente

La più semplice approssimazione per la funzione di risposta è quella del gas di elet-
troni non interagenti, che in analogia col caso del gas di elettroni in 3D chiameremo
approssimazione di Hartree-Fock (HFA) equivalente al primo ordine in teoria delle
perturbazioni e valida, naturalmente, per piccoli valori della costante di accoppia-
mento (rs o Γ → 0). Questa si ottiene assumendo che ciascun elettrone reagisca al
campo esterno, sul suo piano, con la risposta di un gas di elettroni non interagenti
in 2D, cioè:

δρm(q;ω) = χo
2DΦ

est
m (q;ω) ∀m , (3.81)

dove χo
2D è la funzione di risposta di Lindhard di un 2DEG [3], nel caso del LEG

degenere all’ equilibrio termodinamico (con distribuzione degli impulsi discontinua
sulla superficie di Fermi) o la funzione di Vlasov di un 2DEG [94], nel caso del LEG
classico all’ equilibrio termodinamico (con distribuzione Maxwelliana degli impulsi).

Lindhard [95] per primo ha dato la funzione di risposta lineare di densità di un
gas ideale di Fermi in 3D in connessione con la teoria dello scattering di particelle
cariche dalla materia. L’ analogo calcolo su un gas ideale di Fermi in 2D è stato fatto
da Stern [3] per trovare il potenziale Coulombiano schermato asintotico e la relazione
di dispersione del plasmone nel 2DEG che si forma in uno strato di inversione di
tipo n.

2DEG ideale degenere

Possiamo ritrovare l’ espressione standard di χo
2D in termini della distribuzione

degli impulsi sfruttando il teorema di fluttuazione e dissipazione:

Imχo
2D(q;ω) = −n2

2h̄
[So

2D(q;ω)− So
2D(−q;−ω)] , (3.82)

che lega la funzione di risposta lineare di densità alla funzione di struttura dinamica,
o funzione di scattering inelastico So

2D (vedi nota 5) del 2DEG ideale degenere.
So
2D(q;ω) è coinvolta in un processo di diffusione in cui si crea una buca con impulso
h̄k e si aggiunge un elettrone con impulso h̄(k+q) fuori dalla circonferenza di Fermi.
La probabilità di tale processo è allora no(εk)[1−no(εk+q)] in termini della funzione
di distribuzione di Fermi-Dirac (no(εk) che si riduce ad eβ(µ−εk) nel limite classico)
e dell’ energia di eccitazione εk+q − εk con εk = h̄2k2/2m. Allora la regola d’ oro di
Fermi dà:

So
2D(q;ω) =

2πh̄

n2
θ(ω)

1

A

∑

k,σ

no(εk)[1− no(εk+q)]δ(h̄ω − εk+q + εk) , (3.83)

dove A è la superficie occupata dal 2DEG e la somma è estesa a tutti gli stati di
singolo elettrone (di impulso k e spin σ). Utilizzando adesso la (3.82) troviamo:

Imχo
2D(q;ω) = −2π

A

∑

k

[no(εk)− no(εk+q)]δ(h̄ω − εk+q + εk) , (3.84)



3.3 Proprietà di schermo in modelli teorici Pag. 55

da cui ricordandoci la relazione (x + i0+)−1 = P (1/x) − iπδ(x) (dove P = parte
principale di Cauchy e 0+ = infinitesimo positivo) ritroviamo la definizione standard
di χo

2D:

χo
2D(q;ω) =

2

A

∑

k

no(εk+q)− no(εk)

εk+q − εk − h̄ω − ih̄0+
. (3.85)

Stern ha calcolato tale espressione [3] trovando:

Reχo
2D = −G{2z − C−

√

[(z − u)2 − 1]− C+

√

[(z + u)2 − 1]}, (3.86)

Imχo
2D = −G{D−

√

[1− (z − u)2]−D+

√

[1− (z + u)2]}, (3.87)

z = q/2kF , u = ω/qvF , G = n2/mzv
2
F , (3.88)

C± = (z ± u)/|z ± u| con D± = 0 per |z ± u| > 1, (3.89)

C± = 0 con D± = 1 per |z ± u| < 1, (3.90)

Conoscendo la funzione di Lindhard, possiamo scrivere la funzione dielettrica del

2DEG degenere, ε2D = 1 − e2v2D
∼
χ2D in RPA, εRPA

2D . A tale scopo è necessario

assumere che la funzione di risposta schermata
∼
χ2D coincida con la funzione di

risposta di Lindhard χo
2D. Cos̀ı facendo si ottiene:

εRPA
2D (q;ω) = 1− e2v2D(q)χ

o
2D(q;ω) . (3.91)

La relazione di disperzione del plasmone ω = ω2D(q) in RPA si ottiene allora
risolvendo l’ equazione εRPA

2D (q;ω2D(q)) = 0. A piccoli impulisi trasferiti (q → 0) si
ottiene la seguente soluzione [3]:

ω2
2D(q) =

(

n2q
2

m
e2v2D(q)

)

+ 6εocin
q2

2m
+ . . . = (3.92)

=

(

2πn2e
2

m
q

)

+
3

4
(qvF )

2 + . . . . (3.93)

2DEG ideale classico

La funzione di Vlasov χo
2D di un 2DEG ideale che obbedisce alla statistica clas-

sica, si può derivare prendendo il limite classico di (3.85). Indicando con v = h̄k/m
la velocità degli elettroni, con v = |v| e con f(v) = (m/2πKBT )e

−mv2/2KBT la dis-
tribuzione di Maxwell delle velocità normalizzata ad 1 9 il limite classico si esprime
tramite:

1

A

∑

k

−→
(

m

2πh̄

)2 ∫

d2v , (3.94)

9Ricordiamo che nel caso quantistico avevamo (1/A)
∑

k no(εk) = n2.
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εk+q − εk −→ h̄(v · q) , (3.95)

2[no(εk+q)− no(εk)] −→
n2

m

(

m

2πh̄

)2

h̄q · ∂f(v)
∂v

. (3.96)

Applicando (3.94), (3.95) e (3.96) a (3.85) ricaviamo subito la definizione standard
di χo

2D [94] 10, [96]:

χo
2D(q;ω) = −n2

m

∫

d2v
1

ω − q · v + i0+
q · ∂f(v)

∂v
, (3.97)

che viene spesso riscritta [94], [96] utilizzando la funzione di dispersione di plasma
(o funzione W):

W (z) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx

xe−x2/2

x− z − i0+
, (3.98)

come:

−e2v2Dχo
2D =

qD
q
W





ω

q
√

KBT/m



 . (3.99)

Nell’ approssimazione di Vlasov (analoga all’ RPA ma valida nel limite classico)

prendendo la funzione dielettrica del 2DEG (ε2D = 1 − e2v2D
∼
χ2D, con

∼
χ2D la

funzione di risposta schermata) della forma:

εRPA
2D (q;ω) = 1 +

qD
q
W

[

ω

ωsp(q)

]

, (3.100)

dove abbiamo indicato con qD = 2πn2e
2/KBT il numero d’ onda di Debye, con v2D =

2π/q la solita trasformata di Fourier bidimensionale di 1/r e con ωsp = q
√

KBT/m
la frequenza caratteristica delle eccitazioni di singola particella.

Dalla funzione di risposta dielettrica (3.100) si ricava la relazione di dispersione
del plasmone ω = ω2D(q) e lo smorzamento di Landau γL(q) delle oscillazioni di
plasma come [97, 98]:

ω2D(q) =

(

2πn2e
2

m
q

)1/2 (

1 +
3

2

q

qD

)

, (3.101)

γL(q) = −
(

π

8

)1/2
(

qD
q

)3/2

e−qD/2q−3/2ω2D(q) , (3.102)

10Su [94] troviamo, per entrambi i casi, il comportamento statico a grandi lunghezze d’ onda
di χo

2D ed il suo comportamento ad alte frequenze. Vengono anche riportati i primi momenti di
Im(χo

2D) rispetto alla frequenza.
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nel limite q ≪ qD in cui risulta |γL(q)| ≪ ω2D(q).
11

Totsuji [98] ha calcolato lo smorzamento collisionale del plasmone. Egli ha stu-
diato cioè gli effetti delle collisioni elettrone-elettrone sullo smorzamento dell’ oscil-
lazione di plasma ed ha trovato sempre nel limite di piccolo smorzamento, la seguente
forma corretta della funzione dielettrica: 12:

ε(q;ω) = 1 +
qD
q
W

[

ω

ωsp(q)

]

+ i
3
√
π

8

(

2πn2e
2

mω
q

)5/2 (
q

qD

)1/2

, (3.104)

da cui si ricava il seguente smorzamento collisionale:

γc(q) = −3
√
π

16

(

q

qD

)1/2

ω2D(q) . (3.105)

L’ annullarsi dello smorzamento nel limite di grandi lunghezze d’ onda è legato al
fatto che le collisioni elettrone-elettrone non influenzano la conduttività σ(q;ω) 13

poichè a grandi lunghezze d’ onda la corrente e l’ impulso trasportato sono pro-
porzionali. Si vede inoltre come lo smorzamento collisionale (3.105) sia più grande
di quello di Landau (3.102) nel dominio in cui l’ oscillazione di plasma è un modo
collettivo ben definito; essi sono confrontati in figura 3.2 come funzioni di q/qD.

Nel limite statico ω = 0 le funzioni di Lindhard e di Vlasov si riscrivono:

−e2v2Dχo
2D =

{

qTF/q{1− θ(q − 2kF )
√

1− (2kF/q)2} (degenere)

qD/q (classico)
(3.106)

dove nel caso degenere abbiamo indicato con qTF = 2/aB l’ inverso della lunghezza
di schermo di Thomas-Fermi e nel caso classico qD = 2πn2e

2/KBT è l’ inverso della
lunghezza di schermo di Debye-Hückel.

È facile verificare che la regola di somma sulla compressibilità (3.53) è violata
anche per le funzioni di risposta di Lindhard e di Vlasov. Prendendo il limite di
q → 0 nella (3.106) (dove è sufficiente prendere q < 2kF ) troviamo infatti, come
anticipato (vedi (3.66)):

−e2v2D(q)χo
2D(q;ω)

q→0−→
{

qTF/q (degenere)
qD/q (classico)

(3.107)

11Tale risultato si ottiene imponendo l’ equazione εo2D(q, ω2D(q) + iγL(q)) = 0 ed osservando
che nel limite di piccolo smorzamento |γL(q)| ≪ ω2D(q) una espansione al primo ordine in γL(q)
disaccoppia la parte reale e quella immaginaria di tale equazione.

12Nell’ analogo sistema in 3D si trova [99]:

γc(q) = − 2

15π3/2

(

q

qD

)2
qD
n3

ln

[(

qT
qD

)

4e−C

]

ωp , (3.103)

dove β = 1/KBT è l’ inverso della temperatura, n3 la densità del sistema in 3D, C = 0.56 la

costante di Eulero, qD =
√

4πe2n3β il numero d’ onda di Debye, qT =
√

m/βh̄2 il numero d’ onda

termico di de Broglie ed infine ωp la frequenza di plasma.
13Legata alla funzione di risposta dielettrica da: ε(k : ω) = 1 + i(2πq/ω)σ(q;ω) .
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Figura 3.2: Mette a confronto lo smorzamento di Landau γL con quello collisionale γc in
un OCP bidimensionale [98].

Inoltre la (3.106) mostra che per il 2DEG ideale degenere la discontinuità della dis-
tribuzione degli impulsi attraverso la superficie di Fermi si riflette sullo schermo
statico con una divergenza nella derivata di χo

2D in |q| = 2kF a forma di delta (vedi
figura 3.3) 14. Questa singolarità di χo

2D si trasmette nella funzione dielettrica longi-
tudinale del 2DEG degenere [ε02D(q)]

−1 = 1+ e2v2D(q)χ
o
2D(q) e quindi nel potenziale

schermato ΦH(q) = Φest(q)/ε02D(q). La non analiticità di ΦH(q) determina il com-
portamento del potenziale ΦH(r) a grandi distanze (vedi teorema 19 in [100]) che
risulta essere oscillante (dovuto al fatto che la singolarità è spostata di 2KF rispetto
all’ origine q = 0) con lunghezza d’ onda 2π/2kF (oscillazioni di Friedel).

Ritornando al LEG in approssimazione di Hartree-Fock, vediamo dalla (3.81) e
dalla (3.31) come in questa approssimazione la giusta funzione di risposta lineare di

14Osserviamo come (vedi figura 3.3) al diminuire della dimensionalità spaziale d del gas di Fermi
ideale la funzione di risposta di Lindhard χo

d(q) abbia in q = 2kF singolarità sempre meno forti:
∂χo

3(q)/∂q ha una divergenza logaritmica, abbiamo visto che ∂χo
2(q)/∂q ha una divergenza a delta

e χo
1(q) = −(2m/πq) ln |(q + 2kF )/(q − 2kF )| ha divergenza logaritmica.
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(q)

2K qF

χ

d=3

d=1

d=2

d

Figura 3.3: Singolarità nella funzione di risposta lineare di densità di un gas di Fermi
ideale in d dimensioni a due volte l’ impulso di Fermi

densità sia:

χHFA(Q;ω) = χo
2D(q;ω) , (3.108)

da cui:

1

εHFA(Q;ω)
= 1 + v(Q)χo

2D(q;ω) . (3.109)

Questa approssimazione è valida nel limite di basse densità superficiali per il sistema
classico e di alte densità superficiali per il sistema quantistico. In tale approssi-
mazione trascurando l’ interazione Coulombiana tra gli elettroni, abbiamo particelle
completamente scorrelate classicamente e correlate dal principio di Pauli nel sistema
quantistico. In ogni caso in un LEG privo di tunnelling tra piani le correlazioni in-
terpiano non possono giocare alcun ruolo in tale approssimazione, ed il sistema si
riduce ad una serie infinita di 2DEG isolati.

3.4 Risposta dielettrica in RPA

Andando oltre l’ HFA, assumiamo, adesso, che ciascun elettrone reagisca al campo
di Hartree, nel suo piano, con la risposta di un gas di elettroni non interagenti in
2D, cioè:

δρm(q;ω) = χo
2DΦ

H
m(q;ω) , (3.110)

dove, come abbiamo visto nella sezione 3.2, ΦH contiene il potenziale dovuto alle
cariche indotte su tutti i piani e ci permette di tenere conto degli effetti a lungo
raggio dell’ interazione Coulombiana 15:

ΦH
m(q;ω) = Φest

m (q;ω) +
∑

m′

vm−m′(q)δρm′(q;ω) . (3.111)

15Lo stesso risultato è ottenuto con la formulazione di Ehrenreich e Cohen di campo autocon-
sistente (SCF ”self-consistent-field”) da Das Sarma e Quinn [101] nello studio di super-reticoli
artificiali a semiconduttori , e da Visscher e Falicov [5] nel caso statico (ω = 0).
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In questo caso approssimiamo con χo
2D la funzione di risposta schermata

∼
χ (Q;ω) in-

trodotta nella sezione 3.2 che, nel linguaggio della teoria delle perturbazioni a molti
corpi viene chiamata polarizzazione ’propria’ del sistema e che è data formalmente
dalla somma di tutti i diagrammi di polarizzazione propria che non possono essere
spezzati in diagrammi separati tagliando una singola linea di interazione Coulom-
biana. Questo, ricordandoci delle (3.48) e (3.47), porta all’ espressione in RPA della
funzione di risposta, ancora buona solo nel caso di piccoli valori della costante di
accoppiamento del plasma di elettroni nel LEG:

χRPA(Q;ω) =
χo
2D(q;ω)

1− v(Q)χo
2D(q;ω)

(3.112)

da cui ricaviamo la funzione dielettrica di Lindhard, nel sistema degenere, o a quella
di Vlasov, nel sistema classico:

εRPA(Q;ω) = 1− v(Q)χo
2D(q;ω) . (3.113)

In particolare per la funzione dielettrica statica dalle (3.107) e (3.67) ricaviamo:

εRPA(q; 0)
q→0−→ 1 + v(Q)

qD,TF

2πe2
= εDHA,TFA(q) , (3.114)

che dimostra come la statica del sistema studiato in RPA abbia come condizione al
contorno a grandi lunghezze d’ onda la TFA o la DHA a seconda che il sistema sia
degenere o classico (vedi(3.67)). Per quanto visto nella sezione 3.2 questo è sufficiente
per dimostrare che anche l’ RPA viola la regola di somma sulla compressibilità.

Sempre dalla sottosezione 3.2 ricaviamo che l’ RPA include la proprietà di
schermo perfetto in maniera esatta, ma la lunghezza di schermo che entra nella
funzione dielettrica RPA è quella appropriata al gas perfetto di fermioni (come nella
teoria di TF o di DH nel caso classico): le interazioni elettrone-elettrone sono in-
cluse solo per quanto riguarda l’ interazione Coulombiana classica con le cariche di
polarizzazione. L’ RPA trascura il fatto che nell’ interno di ogni piano il campo
totale dovrebbe essere ridotto per effetto delle correlazioni Coulombiane nel sistema
classico , e di quelle Coulombiane e di scambio nel sistema degenere (come è ben
noto per un metallo alcalino 3D [102]).

3.4.1 Eccitazioni collettive in RPA

Le proprietà di anisotropia che, come abbiamo visto nel capitolo 2, caratterizzano
sia i CIGs che i super-reticoli artificiali, suggeriscono naturalmente un trasporto di
carica di tipo bidimensionale poichè il trasporto lungo la direzione di crescita del
super-reticolo è trascurabile rispetto a quello sui piani (supponendo per i super-
reticoli una profondità sufficiente delle buche di potenziale localizzanti).
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È stato però trovato sperimentalmente (vedi as esempio [103] per i GICs) che il
plasmone in questi materiali ha caratteristiche simili al plasmone in 3D; in partico-
lare, l’ energia del plasmone risulta finita a piccoli momenti trasferiti.

Queste osservazioni sono in pieno accordo con gli studi in RPA che si trovano in
letteratura (vedi ad esempio [9, 104, 101, 105, 86]) sul plasmone nel modello del LEG
con o senza tunneling di elettroni tra diversi piani; anche questi mostrano come, a
bassi q, la frequenza del plasmone assuma il solito valore della frequenza di plasma
di un gas tridimensionale di elettroni per qz = 0, e come abbia una dispersione
lineare in funzione di q per qz 6= 0 16.

Questo mette chiaramente in luce il ruolo di primo piano giocato, per questi
materiali, dalle correlazioni tra elettroni in strati diversi (interstrato) anche quando
assumiamo nullo il tunneling di carica tra i piani.

Riassumiamo adesso, brevemente i risultati dell’ analisi del plasmone del LEG in
RPA, che troviamo in letteratura, indicando i punti che saranno approfonditi nella
seconda parte del lavoro di tesi. Nello schema dell’ RPA, combinando le equazioni
(3.110) e (3.33) otteniamo:

χo
2D(q;ω)φ

est
m (q;ω) = δρm(q;ω)− χo

2D(q;ω)
∑

m′

vm−m′(q)δρm′(q;ω) . (3.115)

I modi collettivi del sistema sono dati dalle soluzioni di (3.115), per campo esterno
nullo, nelle fluttuazioni di densità indotta sui vari piani; la (3.115) per Φest

m = 0 ha
soluzioni non banali se vale:

det[δm,m′ − χo
2Dvm−m′ ] ≡ det[εm,m′ ] = 0 , (3.116)

dove abbiamo definito la matrice dielettrica εm,m′ del super-reticolo.
Per un sistema con un numero finito di piani Np (quindi non un superreticolo)

l’ equazione (3.116) ha Np modi normali che rappresentano le eccitazioni collettive
del sistema. Utilizzando la nota forma della funzione di risposta di Lindhard o di
Vlasov per un 2LEG a grandi lunghezze d’ onda:

χo
2D(q;ω) ∼

n2

m

(

q

ω

)2

, per ω ≫
{

qvF caso degenere

q
√

KBT/m caso classico
(3.117)

troviamo [101] per un sistema di Np piani in regime di forte accoppiamento qd≪ 1
i seguenti comportamenti:

(i) Il modo più alto in energia (detto plasmone ottico OP) di equzione (3.116)
si comporta per q → 0 come costante + O(q1/2) col coefficiente di q1/2 pro-

porzionale a
√

Npn2. Qusto modo ha un andamento, quindi, equivalente al
plasmone regolare di un singolo strato 2DEG ma con un peso spettrale aumen-

tato del fattore
√

Np ed è indipendente dalla distanza tra i piani, d, nei suoi
ordini dominanti a q → 0.

16Quest’ ultimo andamento è stato dimostrato sperimentalmente tramite scattering inelastico di
luce su una eterostruttura di tipo GaAs-GaAlAs [106].
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(ii) Gli altri Np − 1 modi sono di natura ”acustica” (AP) essendo O(q) nel limite
q → 0. Nel sistema quantistico è necessario osservare che questi modi saranno
in generale soggetti allo smorzamento di Landau [107] oltre che ad ogni smorza-
mento di origine collisionale associato con fononi e impurità che può però essere
ridotto lavorando a temperature sufficientemente basse o usando campioni suffi-
cientemente puri; si può mostrare che esiste una separazione spaziale critica tra
i piani dc tale che per d > dc l’ AP esce dal continuo particella-buca (vedi figura
3.4) e, non potendo più decadere in una eccitazione di singola coppia, almeno
per q monori di un certo vettore d’ onda critico, diventa stabile ed osservabile
sperimentalmente 17 (per soli 2 strati dc = 7/2(qTF )

−1 [107]; il AP per d > dc è
chiamato plasmone acustico anomalo (AAP).

F2Κ0

OP

(q)

AP

AAP

particella-buca

continuo

q

ω
pl

Figura 3.4: Mostra schematicamente la dipendenza dai vettori d’ onda dei diversi modi
collettivi rispetto al continuo particella-buca. Osserviamo come per un dato d solo uno dei
due plasmoni acustici possa esistere.

Per un super-reticolo completamente periodico lungo ẑ di periodo d, possiamo
usare come ansatz per la soluzione di (3.115):

δρm(q;ω) = δρo(q;ω)eiqzmd , qz ∈ 1oBz ≡ [−π
d
,
π

d
] , (3.118)

17Anche se i modi di tipo AP sono stati osservati nei plasmi ionici da più di 28 anni, nei plasmi
di stato solido si hanno a causa dello smorzamento di Landau a cui risultano soggetti, molte
più difficoltà. I risultati presentati nella referenza [107] indicano come il sistema ideale di stato
solido a cui guardare per gli AP sia proprio la eterogiunzione a semiconduttori. Questa mostra
come vantaggi la possibilità di controllare la separazione spaziale tra i diversi sistemi di cariche
bidimensionali (ed avere cos̀ı d > dc) e la possibilità di sostenere i AP anche quando i diversi
sistemi di cariche bidimensionali sono identici (stessa massa e velocità di Fermi) a differenza di ciò
che avviene in un plasma 3D non separato, di volume, in cui è necessaria la presenza di almeno 2
componenti di carica di massa e velocità di Fermi molto diverse. In un plasma 3D di volume, a
2-componenti, nel OP i due portatori oscillano fuori fase (in fase) mentre nei AP oscillano in fase
(fuori fase) assumendo che i 2 portatori abbiano carica opposta (uguale).
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da cui ricaviamo la seguente equazione per lo spettro delle eccitazioni collettive
ωpl(q, qz) che ha la stessa forma che si ottiene nel caso del gas di elettroni omogeneo
in 3D:

1 = e2v2D(q)χ
o
2D(q;ω)

[

sinh(qd)

cosh(qd)− cos(qzd)

]

≡ v(Q)χo
2D(q;ω) , (3.119)

che definisce un set infinito di modi collettivi etichettati dalla variabile continua
qz ∈ 1oBz, nei quali il moto delle cariche in piani adiacenti differisce di un fattore
di fase:

δρm+1

δρm
= eiqzd . (3.120)

Possiamo adesso considerare i due limiti di forte (qd ≪ 1) e debole (qd ≫ 1)
accoppiamento nell’ equazione (3.119). Abbiamo riassunto nella tabella 3.1 il com-
portamento degli ordini dominanti della frequenza di eccitazione collettiva ωpl(q, qz),
nei due diversi regimi di accoppiamento e nel limite di grandi lunghezze d’ onda
q → 0:

qz = 0 qz 6= 0
OP AP

qd ≪ 1 (4πn2e2

md
)1/2 +O(q2) (⋆) (2πn2e2

m
)1/2(1− cos(qzd))

−1/2
√
dq (⋆⋆)

qd ≫ 1 (2πn2e2

m
)1/2

√
q (⋆ ⋆ ⋆)

Tabella 3.1: Mostra i termini dominanti, nel limite q → 0, della frequenza delle eccitazioni
collettive del LEG, trattato in RPA, nei due regimi di forte e debole accoppiamento tra i
piani. Nel regime di debole accoppiamento, il limite di piccoli q, deve essere preso mandando
prima d → ∞ e successivamente q → 0.

Commentiamo adesso i risultati mostrati in tabella 3.1:

• Nell’ espressione (⋆) il termine dominante ha la stessa forma del plasmone
tridimensionale ωp con n3 = n2/d densità tridimensionale effettiva del super-
reticolo; il termine O(q2) ha come coefficiente (3/16)v2F/ωp (come si può ver-
ificare portando l’ espansione (3.117) fino ad ordini O(q4/ω4) [107]) invece di
(3/10)v2F/ωp come è per il plasmone tridimensionale.

• Per dqz = π l’ espressione (⋆⋆) rappresenta l’ ordine dominante di un plasmone
stabile per d > dc con dc ∼ 8/7aB [105].

• Dobbiamo infine osservare come per il sistema quantistico con possibilità di
tunneling tra piani, le espressioni (⋆) e (⋆⋆) debbono essere sostituite da [86]:

ω2
pl =

4πn2e
2

m





q
√

q2 + q2z
+ 4

(

vT
vF

)

qz
√

q2 + q2z



 , (3.121)
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dove abbiamo introdotto la velocità di tunneling vt = Tc/h̄ (T è definito in
sezione 3.1). Si vede come al contrario di ciò che troviamo in (⋆) e (⋆⋆), adesso,
la ωpl è finita per ogni angolo formato da Q ≡ (q, qz) con l’asse ẑ: quando in-
cludiamo il tunneling il moto degli elettroni acquista carattere tridimensionale.

Dalla tabella si vede come l’ interazione elettrostatica tra i piani riesca ad elim-
inare la degenerazione in qz dei modi di eccitazione collettiva nel caso di d → ∞ in
cui ogni strato supporta, indipendentemente dagli altri, il suo plasmone bidimen-
sionale; e come sia responsabile, quando qd ≪ 1, della distribuzione di tali modi a
formare una banda (vedi figura 3.5) con ciascun modo indicizzato da qz.

z = 0/

qz = 0

q

qd<<1

q q

OP

AP

per ogni qz

(Q)ωpl (Q)ωpl

qd>>1

Figura 3.5: Mostra qualitativamente gli andamenti asintotici a grandi lunghezze d’ onda
(q → 0) delle eccitazioni di plasma ωpl(Q) del LEG, nei due regimi di forte (qd ≪ 1) e
debole (qd ≫ 1) accoppiamento tra i piani. I modi di oscillazione caratteristici del regime
di debole accoppiamento del LEG sono degeneri (hanno una frequenza indipendente da qz).
L’ interazione elettrostatica tra i piani rompe tale degenerazione formando una banda in cui
ciascun modo è indicizzato da qz . Il modo in fase (qz = 0) giace in cima alla banda ed è l’
unico ad avere un gap finito per q = 0 (modo ottico OP). Il modo fuori fase (qz = ±π/d)
giace in fondo alla banda (modo acustico AP).

Anche se ωpl(q, 0) è qualitativamente come una oscillazione di plasma di volume
il comportamento per generici (q, qz) è piuttosto diverso. Questo si può verificare
confrontando il plasmone in RPA del LEG degenere (per concretezza, ma lo stesso
vale nel limite classico):

ωpl(q, qz) =

(

4πn2e
2

md

qd sinh(qd)

2[cosh(qd)− cos(qzd)]
+

3

4
v2F q

2

)1/2

, (3.122)

con l’ analogo plasmone di volume in RPA (n3 è la densità di elettroni nel sistema
in 3D omogeneo):

ω3D(q, qz) =

(

4πn3e
2

m
+

3

5
v2F [q

2 + q2z ]

)1/2

. (3.123)

Se in (3.123) interpretiamo qz come un indice per i diverrsi modi di oscillazione sul
piano (x, y) vediamo che il modo qz = 0 ha rispetto a quello da (3.122) ancora un



3.5 Proprietà di schermo in modelli teorici Pag. 65

salto di frequenza
√

4πn3e2/m intorno a q = 0, ma gli altri modi qz 6= 0 giacciono
tutti più alti in frequenza ed hanno una ω3D monotona crescente in qz. La base fisica
di tale differenza risiede nella mancanza di vincoli sulla dinamica degli elettroni nel
caso omogeneo in 3D: nel LEG gli elettroni hanno il moto vincolato su i piani, nel
sistema omogeneo in 3D hanno una dinamica isotropa. Questa distinzione avrà delle
manifestazioni anche nel limite statico studiato nel prossimo capitolo.

Nel prossimo capitolo ritroveremo, nel caso del LEG classico, i comportamenti
asintotici appena discussi partendo dalle equazioni dinamiche gerarchiche di equilib-
rio BBGKY. Mostreremo come si possono ricavare utili informazioni sulla relazione
di dispersione delle eccitazioni di plasma a piccoli impulsi scambiati, dal calcolo
del terzo momento spettrale della funzione di risposta densità-densità, seguendo il
lavoro di Miesenböck e Tosi [89]. In particolare metteremo in eveidenza che, se nel
caso qz = 0, si ottengono risultati equivalenti a quelli del caso tridimensionale, fatta
eccezione per cambiamenti dovuti alla diminuzione della dimensione della dinam-
ica degli elettroni; nel caso kz 6= 0, invece, il plasmone dell’ RPA non è sufficiente
a soddisfare la regola di somma del terzo momento neanche agli ordini dominanti
per grandi lunghezze d’ onda, quando possiamo assumere valida, come vedremo, l’
approssimazione di singolo-modo (SMA). 18 Faremo vedere come questo si verifichi
quando sono non nulli accoppiamenti multipolari tra elettroni di diversi piani. In-
terpreteremo questo risultato come una possibile spia dell’ esistenza di eccitazioni
collettive con peso spettrale maggiore rispetto a quelle discusse in RPA e associate
con le correlazioni interpiano.

3.5 Scambio e correlazione nella risposta dielet-

trica del LEG

Possiamo andare oltre l’ RPA aggiungendo al campo di Hartree delle correzioni
di campo locale statico a 1-corpo, Φxc, che tengono conto, nell’ ambito di una
teoria di risposta lineare, delle correlazioni Coulombiane a lungo raggio. Queste
possono essere descritte, in maniera formalmente esatta, in termini del formalismo
del funzionale-densità di Hohenberg, Kohn e Sham (HKS) [102, 108, 109], come le
derivate funzionali rispetto alla densità di quella parte dell’ energia libera (o dell’
energia dello stato fondamentale nel caso degenere) dovuta alle correlazioni Coulom-
biane (e di scambio nel caso quantistico) del sistema interagente. Diamo adesso una
definizione precisa del potenziale di scambio e correlazione Φxc nel caso di un OCP

18Ricordiamo che per un sistema 3D in generale la SMA equivale a prendere un fattore di
struttura dinamico della forma:

S(Q;ω) = πS(Q)[δ(ω − ω(Q)) + δ(ω + ω(Q))] . (3.124)

Nel limite di grandi lunghezze d’ onda questa espressione diventa esatta in quanto risulta una
riscrittura della conservazione dell’ impulso totale nelle collisioni elettrone-elettrone ([102]).
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in 3D [96] (per il Jellium in 3D vedi [102]) riservando l’ applicazione al LEG alla
successiva sottosezione.

L’ analogo classico del teorema di Hoenberg e Kohn [108] afferma che ’l’ energia
libera di un OCP in un potenziale esterno Φest(R) (statico) di forza arbitraria è un
funzionale del suo profilo di densità ρ(R)’. Scriviamo esplicitamente:

F [ρ(R)] = Fo[ρ(R)] +
∫

dRΦest(R)ρ(R) +
e2

2

∫ ∫

dRdR′ρ(R)ρ(R
′)

|R−R′| (3.125)

+Fxc[ρ(R)] ,

dove Fo[ρ(R)] è l’energia libera di un gas di elettroni non interagenti di densità ρ(R)
e Fxc[ρ(R)] si definisce energia libera di scambio e correlazione.

Il profilo di equilibrio tale che
∫

dRρ(R) = costante soddisfa la condizione
δF [ρ(R)]/δρ(R) = µ. Dal confronto con l’ analoga condizione d’ equilibrio per
il gas di elettroni non interagente che è δFo[ρ(R)]/δρ(R) + Φest(R) = µ vediamo
che esiste una ’mappa’ esatta [109] tra il problema a molti corpi interagenti ed il
problema di elettroni non interagenti ma soggetti ad un potenziale:

Φ(R) = Φest(R) + e2
∫

dR′ ρ(R)

|R−R′| +
δFxc[ρ(R)]

δρ(R)

≡ ΦH(R) +
δFxc[ρ(R)]

δρ(R)
. (3.126)

Quando Φest è sufficientemente debole da poter usare la teoria della risposta lineare
di densità possiamo usare:

δFxc[ρ(R)]

δρ(R)
=
∫

dR′U(R− R′)δρ(R′) , con U(R− R′) =
δ2Fxc[ρ(R)]

δρ(R)δρ(R′)

∣

∣

∣

∣

∣

ρ(R)=ρ

,(3.127)

e in trasformata di Fourier possiamo scrivere, indicando con v3D(Q) = 4π/|Q|2 la
trasformata di Fourier tridimensionale del potenziale 1/|R| e con χo

3D la funzione di
risposta di Vlasov per un gas di elettroni non interagenti:

δρ(Q) = χo
3D[Φ

est(Q) + e2v3D(Q)δρ(Q) + U(Q)δρ(Q)] (3.128)

δρ(Q) ≡ χo
3D[Φ

H(Q) + U(Q)δρ(Q)] , (3.129)

equazione che ci permette di dare la definizione esatta per il fattore di campo locale
statico:

G(Q; 0) = − U(Q)

e2v3D(Q)
. (3.130)
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3.5.1 Correzione di campo locale

Possiamo scrivere il potenziale di scambio e correlazione nel punto (r, md) del LEG
introducendo il fattore di campo locale statico Gm(q), nel modo seguente [7]:

Φxc
m (r) =

∫

dr
∑

m′

Um−m′δρm′(r′)

≡ −
∫

dr′
∫

dr′′
∑

m′,m′′

vm−m′(r− r′)Gm′−m′′(r′ − r′′)δρm′′(r′′) .(3.131)

Aggiungendo il contributo di Φxc a ΦH in (3.33) presa nel caso statico ω = 0 abbiamo:

δρm(q;ω = 0) = χo
2D(q;ω = 0)[ΦH

m(q;ω = 0) + Φxc
m (q)] , (3.132)

allora la risposta statica χ(Q) ≡ χ(Q; 0) e la polarizzazione propria diventano:

χ(Q) =
χo
2D(q; 0)

1− v(Q)[1−G(Q)]χo
2D(q; 0)

,
∼
χ (Q) =

χo
2D(q; 0)

1 + v(Q)G(Q)χo
2D(q; 0)

.(3.133)

Nel caso del liquido di elettroni 3D degenere, molti modelli usano questa forma per
la funzione di risposta, a partire dai primi lavori di Hubbard [110, 111] e di Singwi,
Tosi Land Sjolander (STLS) [83, 84]. Jonson ha studiato lo schema STLS in 2D
[87]. Anche per i liquidi di cariche classiche ci sono molti modelli che portano a una
funzione di risposta del tipo (3.133) [96, 112].

Tosi e Miesenböck applicano al LEG il modello STLS che dà per il sistema
classico e quantistico la stessa forma per Gm(q). Come vedremo dettagliatamente
nel prossimo capitolo, un LEG classico si può studiare partendo dalle equazioni
gerarchiche dinamiche di Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY), sulle
funzioni di distribuzione dello spazio delle fasi ridotte. 19 Tronchiamo le BBGKY,
assumendo che le funzioni di distribuzione a due corpi ρ

(2)
m,m′(r,v; r′,v′; t) (dove le

velocità sono vettori perpendicolari a ẑ), si possono esprimere in termini di quelle
ad un corpo ρ(1)m (r,v; t) come:

ρ
(2)
m,m′(r,v; r′,v′; t) = ρ(1)m (r,v; t)ρ

(1)
m′ (r′,v′; t′)g|m−m′|(|r− r′|) , (3.134)

dove come g si usa la funzione di distribuzione radiale statica di equilibrio. 20

Risolvendo un problema di risposta lineare di densità nella prima equazione della
gerarchia BBGKY, si ricava l’ espressione :

v(Q)GSTLS(Q) = − 1

NNp

∑

Q′

qq′

q2
v(Q′)[S(Q−Q′)− 1] , (3.135)

19È noto che tale sistema di equazione gerarchiche ha come generalizzazione quantistica, le cos̀ı
dette equazioni del moto, se sostituiamo le funzioni di distribuzione classiche con le funzioni di
Wigner [102, 15], queste costituiscano un set infinito di equazioni con esattamente la stessa forma
delle BBGKY.

20prendendo g = 1, troveremmo l’ equazione di Landau-Vlasov
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che lega il fattore di struttura statico alla correzione di campo locale. Cambinando
tale relazione con l’ equazione (3.133) e con l’ equazione del bilancio dettagliato
(3.38) troviamo una equazione integrale autoconsistente per determinare S(Q) o
G(Q).

Sm(q) è legata alla funzione di distribuzione radiale gm(r), che descrive le cor-
relazioni a corto-raggio di coppie di elettroni su piani distanti md, dalla seguente
relazione:

gm(r)− 1 =
1

N

∑

q

eiqr[Sm(q)− δm, 0] . (3.136)

Considerando trascurabili le correlazioni interpiano, cioè gm(r) ∼ 1 ∀m 6= 0 (⇒
Sm(r) ∼ 0), Miesenböck e Tosi trovano come forma finale della funzione di risposta
di densità la seguente espressione:

χ(Q) =
χo
2D(q; 0)

1− [v(Q)− v2D(q)G(q)]χ
o
2D(q; 0)

, (3.137)

col seguente fattore di campo locale :

GSTLS(q) = − 1

n2

∫

dq′

(2π)2
qq′

|q||q′| [So(|q− q′|)− tanh(qd/2)] . (3.138)

Questa espressione tiene conto delle correlazioni Coulombiane a corto raggio e delle
correlazioni di scambio solo per particelle di uno stesso piano, attraverso il fattore
di struttura Sm=0(q).

Nell’ applicazione del modello ai GIC possiamo trascurare, in buona approssi-
mazione, le correlazioni interstrato grazie ai valori dei parametri di interesse: per
ricavare buoni risultati per la descrizione dello schermo a corto raggio nella grafite,
è necessario aggiungere alle densità di carica planari del LEG altri elettroni (ad es-
empio Visscher e Falicov considerano tutti gli elettroni π [5] in modo da avere una
densità di un elettrone per atomo) oltre ai portatori liberi; questo fa in modo che,
nella maggior parte dei casi di interesse pratico, si verifichi la situazione d ≥ ro per
cui i piani m 6= 0 influenzano poco il piano m = 0 (in Visscher e Falicov troviamo
ad esempio d ∼ 6.37 ed rs ∼ 1.729).

In questa approssimazione è allora legittimo sostituire in (3.138) tanh(qd) con 1
ottenendo cos̀ı una equazione che ha la stessa forma di quella ottenuta da Jonson
[87] per un Jellium bidimensionale. È ben noto, dal lavoro svolto sul Jellium sia
in 2D che in 3D, che l’ approssimazione STLS, pur fornendo eccellenti valori per
l’ energia dello stato fondamentale, viola la regola di somma sulla compressibilità.
Questo difetto è rilevante nella determinazione del potenziale effettivo e può essere
corretto, in gran parte, usando lo schema SSTL [84] sostituendo nella (3.138) il
potenziale nudo v(Q) con quello schermato.
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3.5.2 Potenziale interionico schermato

Possiamo a questo punto, determinare lo schermo statico di una singola carica, Ze,
puntiforme, esterna al LEG e posta in r = 0 e z = z′ con z′ ∈ [0, d]. Questa
corrisponde ad un potenziale esterno:

Φest(Q)|z′ = Zv2D(q)
sinh(q(d− z′)) + e−iqzd sinh(qz′)

cosh(qd)− cos(qzd)
. (3.139)

Seguendo Miesenböck e Tosi ricaviamo dalla (3.29), dalla (3.133) e dall’ equazione
precedente:

δρm(q) = − ZΘ(q)

Fq −
√

1− 1/F 2
q

{sinh(q(d− z′))A|m|
q (3.140)

+ sinh(qz′)A|m−1|
q } , (3.141)

Aq ≡ Fq[1−
√

1− 1/F 2
q ] , (3.142)

Fq ≡ cosh(qd) + Θ(q) sinh(qd) , (3.143)

Θ(q) ≡ Qo(q)

1−G(q)Qo(q)
, (3.144)

Qo(q) ≡ −e2v2Dχo
2D(q; 0) . (3.145)

Per ricavare il potenziale indotto è sufficiente usare l’ equazione di Poisson (vedi
appendice B di [7]):

Φind(q, z) =
∑

m′

v2D(q)e
−q|z−m′d|δρm′(q) . (3.146)

In RPA, quandocio G(q) = 0 (cioè Θ(q) → Qo(q)), la (3.140) è analoga al risultato
di Visscher e Falicov per z′ = 0 e dà il risultato di Plischke per z′ = d/2. Un sistema
identico a quello utilizzato da Miesenböck e Tosi è stato studiato da A.L.Fetter [16],
utilizzando equazioni elettro-idrodinamiche. Il risultato di Fetter per la δρm nel
caso in cui z′ = 0 è identico alla (3.140) se sostituiamo a Θ(q) ≡ Qo(q) col suo
valore a grandi lunghezze d’ onda qs/q, dove nel caso classico qs = qD

21 ed in quello
quantistico qs = qTF .

Miesenböck e Tosi trovano per la lunghezza di schermo:

q−1
s = q−1

TF − lim
q→0

G(q)

q
, (3.147)

In figura 3.6 sono mostrati gli andamenti che si ottengono per 1/qs quando si
utilizza per il calcolo del fattore di campo locale G(q) lo schema STLS [83] e quello

21In realtà Fetter trova qs = 2qD. Questo è dovuto al fatto che Fetter assume empiricamente
come termine di pressione del suo modello idrodinamico quello di un gas di Fermi ideale e non
quello di un gas ideale classico (vedi nota 31 a pagina 111).
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Figura 3.6: Inverso della lunghezza di schermo qs ≡ ks in funzione di rs, in STLS ed in
SSTL.

SSTL [84] 22. A causa dei valori negativi assunti da qs nella regione dei parametri
del modello, d’ interesse per lo studio dei GICs (rs ≥ 1.3), il potenziale effettivo
ricavato in STLS risulta meno repulsivo di quello ricavato in SSTL (vedi figura 3.6).
Essi trovano infine che i potenziali effettivi di coppia tra ioni alcalini negli intercalati
sono poco sensibili rispetto all’ inclusione degli effetti di scambio e correlazione nell’
RPA. In particolare il potenziale interionico effettivo rimane repulsivo a tutte le
distanze.

3.6 Risposta dielettrica di un sistema a due piani

Recentemente S̀wierkowski ed al. [8] hanno mostrato come la densità critica per la
cristallizzazione di Wigner di un 2DEG quantistico (in assenza di campo magnetico)
possa essere aumentata fino ad un fattore 3 rispetto al caso del singolo strato di
elettroni per effetto delle correlazioni Coulombiane tra elettroni di diverse buche
quantistiche, in opportune strutture di buche quantistiche multiple come ad esempio
la struttura a semiconduttori GaAs-AlGaAs descritta nella sezione 2.4. Essi hanno
anche verificato come la densità di transizione dipenda sensibilmente dalla spaziatura

22Miesenböck e Tosi arrivano a tali risultati senza compiere una determinazione del fattore
di struttura interpiano, completamente auto consistente. Essi determinano la funzione di dis-
tribuzione di coppia g(r) pseudoclassicamente, tenendo conto degli effetti quantistici attraverso
l’ introduzione di una temperatura effettiva del sistema elettronico e di un interazione elettrone-
elettrone effettiva, che soddisfa i comportamenti asintotici esatti del sistema quantistico. Infine
detrminano G(q) dallo schema STLS o SSTL.
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tra gli strati di elettroni, ma non dal numero di tali strati, dalla forma della funzione
di distribuzione degli impulsi n(p) di singola particella del liquido interagente (usata
per determinare la funzione di Lindhard) o dallo spessore degli strati.

Quello che accade è che avvicinando a un 2DEG nel suo stato fondamentale un
suo doppione a lui parallelo e incapace di scambiare con lui elettroni, provochiamo, a
causa delle interazioni Coulombiane interpiano, un aumento dell’ energia potenziale
media per particella in entrambi i gas, modulabile con la distanza tra essi. Label-
liamo con 0 ed 1 i due piani di elettroni. L’ energia cinetica media per particella
del piano 0 isolato è ε0cin ∝ 1/r2s,0 dove rs,0 = (me2/h̄2)/

√
πn2,0 ed n2,0 è la densità

elettronica sul 2DEG 0. Analogamente l’ energia potenziale media per particella del
piano 0 isolato è ε0p ∝ 1/rs,0. Avvicinando il piano 1 al piano 0 provochiamo delle
variazioni nelle precedenti energie:

ε0p −→ ε0p + β(d; rs,1) , (3.148)

ε0cin −→ ε0cin + α(d; rs,1) , (3.149)

dove abbiamo indicato con rs,1 = (me2/h̄2)/
√
πn2,1 ed α e β sono rispettivamente il

contributo all’ energia cinetica media per particella del piano 0 isolato e quello all’
energia potenziale media per particella del piano 0 isolato, dovuti alle interazioni
tra la particella del piano 0 con le particelle del piano 1. Essi sono indipendenti
da rs,0 per definizione e β è sempre positivo. La dimostrazione di S̀wierkowski ed
al. significa che anche β − α è positivo ed è una funzione decrescente di d. Essi
dimostrano che per valori sufficientemente piccoli della separazione tra gli strati è
possibile alzare notevolmente la densità di transizione rispetto al valore dato da
Γf ∼ 37 e discusso in sottosezione 2.2.1.

Per quantificare tale argomento essi studiano con la teoria della risposta lineare il
sistema del LEG, mostrando che la sua funzione di risposta lineare di densità diverge
per vettori d’ onda uguali ai vettori del reticolo reciproco del cristallo di Wigner
q ∼ G. Non potendo studiare il problema perturbativamente (in HFA, RPA, ecc
. . .), Świerkowski ed al. propongono un approccio non perturbativo che tratti in
approssimazione di campo medio le interazioni interpiano ed in approssimazione di
campo locale le interazioni intrapiano tra gli elettroni. Usando la stessa notazione
della sottosezione 3.1 possiamo, seguendo S̀wierkowski ed al., esprimere la funzione
di risposta lineare di densità dell’ intero LEG, χm,m′(q;ω) ≡ χtot

m,m′(q;ω), in termini
della funzione di risposta lineare di densità per un piano isolato, χ(q;ω): la densità
di elettroni indotta nell’ m-esimo piano δρm è generata dalla risposta, con la funzione
di risposta del piano isolato, del sistema di cariche dell’ m-esimo piano al potenziale
esterno Φest

m ed all’ interazione con le densità di cariche indotte sugli altri piani, cioè:

δρm(q;ω) = χ(q;ω)[Φest
m (q, ; t) +

∑

m′(6=m)

v|m−m′|(q)δρm(q;ω)] , (3.150)

dove v|m−m′|(q) è l’ interazione tra elettroni negli strati a z = md ed a z = m′d.

Świerkowski ed al. assumono trascurabile il tunneling degli elettroni tra gli strati cos̀ı
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che possono prendere come interazione tra elettroni su strati diversi l’ interazione
Coulombiana nuda per il semiconduttore intrinseco con costante dielettrica ǫo:

v|m−m′|(q) =
e2v2D(q)

ǫo

∫

dz
∫

dz′e−q|z−z′||ζ(z −md)|2|ζ(z′ −m′d)|2 , (3.151)

dove la funzione di inviluppo ζ(z), che descrive il confinamento di un elettrone in
uno strato centrato a z = 0, è assunta la stessa per tutti gli elettroni; cioè solo la
sotto-banda ad energia minore è occupata.

L’ equazione (3.150) ci fornisce quindi in accordo con la definizione (3.31) la
seguente funzione di risposta totale 23:

[χtot
m,m′(q;ω)]−1 =

(

1

χ(q;ω)
+ v|m−m′|(q)

)

δm,m′ − v|m−m′|(q) , (3.153)

dove l’ inverso sulla funzione di risposta totale si riferisce alla sua struttura di matrice
rispetto agli indici di piano.

Possiamo allora già ricavare delle informazioni utili sulla struttura statica del
sistema dall’ equazione (3.31) presa nel limite statico ω = 0; questa, in assenza del
potenziale esterno, ammette soluzioni statiche non banali nelle densità indotte sui
diversi piani, quando:

det[χtot
m,m′(q; 0)−1] = 0 . (3.154)

Questa situazione può essere interpretata affermando che, quando si verifica la re-
lazione (3.154), un sistema con densità uniforme su ciascun piano risulta instabile
ad una transizione di fase in uno stato con densità superficiali non uniformi.

Analizziamo adesso in particolare un sistema di soli due piani di elettroni; sul
quale, come abbiamo visto nella sottosezione 3.2.2, si basano recenti tecniche sper-
imentali per la determinazione del segno e del valore assoluto della compressibilità
termodinamica di un 2DEG interagente, che hanno portato all’ osservazione di regimi
di compressibilità K2D negativa (che, in accordo con la discussione nella sottosezione
(3.2.1), implicano regimi con lunghezze di schermo qs = 2πn2

2e
2K2D negative) per

valori di rs più bassi di 37 a cui si pensa debba avvenire la cristallizzazione di
Wigner del sistema in 2D. Gli andamenti asintotici delle correlazioni interpiano ed
intrapiano, del sistema di due 2DEG sia nella fase omogenea , sia in una fase non
invariante sotto il gruppo continuo delle traslazioni, saranno inoltre discussi, nel
quarto capitolo del lavoro di tesi.

23Nel caso del super-reticolo infinito, in cui abbiamo a disposizione infiniti piani, introducendo
la trasformata di Fourier discreta, nella direzione ortogonale ai piani, otteniamo come funzione di
risposta del sistema:

χtot(q; qz) =
χ(q)

1− [v(Q)− v(q)]χ(q)
(3.152)
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Diagonalizzando la χtot
m,m′(q; 0) nel caso di due piani troviamo, come autovalori:

χtot
± (q) =

χ(q)

1± v1,2(q)χ(q)
, (3.155)

dove quello col segno − corrisponde ad una situazione in cui le densità indotte su i
due piani hanno la stessa fase: δρ1(q) = δρ2(q), e quello col segno + alla situazione
in cui sono sfasate di π: δρ1(q) = −δρ2(q).

Si vede allora che, essendo χ(q) definita negativa e v1,2(q) positiva, χ
tot
+ (q) può

divergere 24 per valori di q = qc in cui χ(q) è finita, cioè quando:

v1,2 ≡
2πe2

q
e−qd =

1

χ(q)
. (3.156)

Per una struttura GaAs-AlGaAs con buche di spessore d = a⋆B ≃ 98Å Swierkowsky
ed al. trovano che, quando la densità sui due piani è vicina alla densità critica per la
transizione di Wigner per un singolo strato (rs ∼ 37) allora χ(q) diverge per valori
di q ∼ G e χtot

+ (q) può divergere, in un intorno di G, per una spaziatura d arbitraria
dei piani.

Aumentando la densità sui piani per 20 < rs < 37 allontanandosi dalla fase solida
i picchi di χ(q) si allargano ed abbassano permettendo la divergenza di χtot

+ (q) per
valori finiti della spaziatura dei piani dc intorno a qc/kF ∼ 2.5. Per quanto riguarda
qc per la transizione di Wigner, ci aspettiamo che, essendo data dalla distanza media
tra gli elettroni, essa sia praticamente indipendente dai parametri del sistema.

Aumentando ulteriormente la densità, Swierkowsky ed al. trovano che per rs ∼
20 si sviluppa nella χtot

+ (q), accanto al picco di Wigner, un secondo picco intorno
a qc/kF ≤ 2.0. Poichè tale numero d’ onda corrisponde ad una modulazione di
densità su una scala di lunghezze maggiore della distanza media tra le particelle
(rokF =

√
2) essi l’ hanno interpretato come un precursore di un’ onda di densita di

carica bidimensionale sul piano di ogni strato.
Alzando ancora la densità si ha un netto passaggio nella χtot

+ (q) dall’ instabilità
di Wigner alla transizione di fase all’ onda di densità di carica. A densità rs ∼ 10
rimane solo il picco dell’ onda di densità di carica a qc/kF ∼ 1.8. Per densità ancora
maggiori i picchi si ottengono per separazioni tra i piani troppo basse per poter
rimanere nell’ approssimazione di tunnelling trascurabile.

Per poter osservare il comportamento descritto di χtot
+ (q) al variare di rs è fon-

damentale che χ(q) riproduca fedelmente il comportamento del liquido di elettroni
intorno alla transizione di Wigner. Świerkowski ed al. scelgono a tale scopo 25:

χ(q;ω) =
χo
2D(q;ω)

1− vo(q)[1−G(q)]χo
2D(q;ω)

, (3.157)

24χtot
+ (q) corrisponde a χtot(q, qz = π

d ), nel senso che le distribuzioni modulate di densità di
carica su strati adiacenti sono in entrambi i casi sfasati di π. Swierkowsky ed al. trovano che a
parità di rs (∼ 25), la spaziatura tra i piani critica per la transizione di Wigner è leggermente
maggiore per il super-reticolo infinito (dc/aB = 19.2 contro 14.7 per il doppio strato) come è giusto
aspettarsi poichè il super-reticolo si avvicina maggiormente al sistema tridimensionale.

25Il risultato non dipende criticamente dal tipo di numeri di occupazione di singola particella
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dove vo(q) = vm,m(q) e G(q) è il fattore di campo locale relativo al singolo piano
di elettroni che è determinato dai dati sulla g(r) forniti dalle simulazioni numeriche
di Monte Carlo, disponibili per il sistema bidimensionale [26]: g(r) è legata da una
trasformata di Fourier a S(q) che a sua volta è legata, dal teorema di fluttuazione e
dissipazione, a Imχ(q;ω) e quindi tramite la (3.157) a G(q). Unendo allora le due
equazioni (3.157) e (3.155), si trova:

χtot
± (q) =

χo
2D(q)

1− χo
2D[vo(q)(1−G(q))∓ v1,2(q)]

, (3.158)

da cui vediamo come per χtot
+ (q) le instabilità osservate possano essere imputate alla

cancellazione tra il potenziale effettivo sul piano m-esimo, vm,m(q)(1 − G(q)) ed il
potenziale tra piani v1,2(q)

26.
Concludiamo questa sezione mettendo in evidenza le approssimazione fatte da

Świerkowski ed al. nello scrivere l’ equazione (3.150) ed utilizzare in essa la (3.157)
confrontandola con l’ approccio esatto di Miesenböck ed al. trattato nella sot-
tosezione 3.5.1. Dalla (3.132) e dalla (3.131) ricaviamo, omettendo la dipendenza
esplicita da q:

δρm =
χo
2D

1− χo
2D[vo(1−Go) +

∑

m′(6=m) vm−m′Gm′−m]
× (3.159)

×











Φest
m +

∑

m′(6=m)

vm−m′(1−Go)δρm′ +
∑

m′(6=m′′)

∑

m′′(6=m)

vm−m′Gm′−m′′δρm′′











.

Si vede subito che trascurando i termini sottolineati in (3.159) si ritrova esattamente
l’ approccio di Świerkowski ed al. (3.150)+ (3.157). Questi hanno quindi trascurato
le correlazioni Coulombiane interpiano prendendo Gm−m′ = 0 per m 6= m′ ed inoltre
hanno considerato l’ interazione Coulombiana tra elettroni su piani diversi come
quella ’nuda’ vm−m′ (vedi (3.151)) (m 6= m′) e non quella ’vestita’ dalle correlazioni
Coulombiane intrapiano a corto raggio vm−m′(1−Go).

n(p) usati per calcolare la funzione di Lindhard. Risultati simili sono ottenuti prendendo per
n(p) quella del liquido interagente con rs = 10 data dai calcoli di Montecarlo di [26] o quella di
Fermi-Dirac (rs = 0).

26Per avere una transizione al cristallo di Wigner il fattore di campo locale deve avere un massimo
maggiore di uno.



Capitolo 4

Schermo statico e regole di somma
nel LEG classico

4.1 Introduzione

Alcune delle proprietà più significative della materia ordinaria sono la neutralità di
carica locale e lo schermo della forza Coulombiana: un sistema in equilibrio termico
non tollera disomogenità di carica estese su più di alcune distanze intermolecolari.
Questo fatto generale giustifica l’ esistenza di specifiche condizioni sulle correlazioni
statiche e dinamiche di particelle cariche all’ equilibrio termico; queste condizioni,
esprimibili mediante regole di somma, derivano dallo schermo e dalla neutralità di
carica.

Ad un dato istante temporale, lo stato di equilibrio di un sistema classico com-
posto da N corpi identici (come ad esempio il LEG) è definito da una funzione
di distribuzione F (q, p) = F (x1, . . . , xN) simmetrica sotto permutazione di due
qualunque variabili canoniche xi = (qi, pi), con qi e pi rispettivamente la posizione
e l’ impulso della particella i-esima. Abbiamo indicato con q = (q1, . . . , qN) e con
p = (p1, . . . , pN) ed assumiamo per la F la normalizzazione

∫

dqdpF (q, p) = 1.
Una formulazione più compatta ed elegante della meccanica statistica di un sistema
a molti corpi si ricava in generale utilizzando le funzioni di distribuzione ridotte.
Definiamo la funzione di distribuzione ridotta ad n corpi 1 (n ≤ N) come:

fn(x1, . . . , xn) =
N !

(N − n)!

∫

dxn+1 · · · dxNF (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xN) . (4.1)

Possiamo allora raggruppare insieme le funzioni di distribuzione ridotte nel vettore
delle distribuzioni N-dimensionale f = {f0, f1, . . . fN} [15]. La conoscenza di tutte
queste funzioni specifica completamente lo stato di equilibrio del sistema. Il vantag-
gio principale che si ha nell’ utilizzare il vettore delle distribuzioni ridotte piuttosto

1Nelle prossime sezioni useremo come funzioni di distribuzione ridotte quelle che si ottengono
integrando le fn sugli n impulsi: ρ(n)(q1, . . . , qn) =

∫

fn(x1, . . . , xn)dp1 · · · dpn che dipendono solo
dalla configurazione spaziale degli n corpi.

75
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che la funzione di distribuzione è dovuto al fatto che sia le funzioni di distribuzione
ridotte che le equazioni di equilibrio gerarchiche integrodifferenziali di cui devono es-
sere soluzioni (vedi le BBGKY in (1.10)) non dipendono esplicitamente da N. Questo
fatto ci permette di postulare che nel limite termodinamico in cui estendiamo all’
infinito il volume del sistema e mandiamo N → ∞ in modo da tenere costante la
densità di particelle, le funzioni di distribuzione ridotte ad n corpi convergano a fun-
zioni finite indipendenti da N e soddisfino le stesse equazioni gerarchiche del sistema
finito.

In questa parte del lavoro di tesi, guidati dall’ articolo di rassegna di Ph.A.Martin
[11], studieremo con gli strumenti della meccanica statistica un certo numero di
regole di somma esatte applicate al LEG classico con Np finito (con particolare
attenzione al caso Np = 1, 2 e 3) o infinito (il caso del super-reticolo). Da un
punto di vista più fondamentale, vorremmo capire meglio le proprietà del vettore
delle distribuzioni ridotte della materia stratificata del tipo di quella descritta nel
capitolo 2; in questo senso le regole di somma costituiscono una serie di condizioni
caratteristiche della struttura del vettore delle distribuzioni ridotte. Non è necessario
ripetere l’ importanza delle regole di somma come relazioni esatte in grado di fornire
utili informazioni nello studio di fluidi carichi in regime di forte accoppiamento (dove
le teorie perturbative falliscono) e come condizioni guida nella costruzione di certi
schemi approssimati o nel proporre ansatz per la chiusura di equazioni gerarchiche.

In particolare, supponendo che le funzioni di distribuzione ridotte esistano nel
limite termodinamico e soddisfino ad appropriate condizioni di ’cluster’ ed alle stesse
equazioni di equilibrio soddisfatte nel caso del sistema finito, ricercheremo le con-
dizioni imposte su tali funzioni di correlazione dalla proprietà di lungo-raggio della
forza Coulombiana. I risultati che si ottengono in questo modo sono esatti (cioè non
derivano da approssimazioni) ma non sono tutti rigorosamente dimostrati; infatti
alcune proprietà “ragionevoli” (come lo stesso limite termodinamico, limitazioni sul
tipo di andamento asintotico per grandi separazioni spaziali tra gli elettroni sulle
funzioni di distribuzione ridotte, . . .) sono assunte valide a priori 2. Questo tipo
di approccio, basandosi sulle solite equazioni integrali non lineari della teoria dei
fluidi (le BGY per la statica e le BBGKY per la dinamica) , ci permette di usare un
linguaggio matematico semplice e di avere un metodo unificato per lo studio della
situazione classica, statica e dinamica, e come vedremo nel capitolo conclusivo anche
quantistica.

Il sistema del LEG come abbiamo avuto più volte occasione di commentare,
costituisce un complesso di particelle cariche dotato di un parametro, la distanza d
tra i piani contigui, attraverso il quale è possibile ’spengere’ (d→ ∞) o ’accendere’
(d→ 0) la terza dimensione spaziale del sistema di cariche. Tale sistema si rivelerà

2Esistono approcci costruttivi e completamente rigorosi a tale problema che si basano sui metodi
della teoria di campo per determinare il limite termodinamico dello stato e le proprietà di cluster
in determinati dominii dei parametri termodinamici. Questo tipo di approccio, tecnicamente com-
plesso (rappresentazione di Sine-Gordon , espansione in cluster), si applica per il momento ad un
numero limitato di casi.
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quindi particolarmente utile per studiare l’ influenza della dimensionalità spaziale
dell’ insieme di cariche sul tipo di andamenti asintotici di opportune funzioni di
correlazioni a n corpi costruite a partire dalle funzioni di distribuzione ridotte (ad
esempio per n = 2 ci stiamo riferendo, a meno di costanti additive, alla funzione di
struttura statica del sistema), intra ed interpiano, tra cariche sempre più distanti
tra loro, che chiameremo ’clustering’.

In particolare saremo interessati a determinare sotto quali condizioni il sistema
di cariche abbia un clustering che decade esponenzialmente nell’ allontanare tra loro
due o più gruppi di cariche, andamento che definiremo alla Debye-Hückel (DH).
In generale, un fluido di cariche, nel quale i parametri termodinamici sono tali
(Γ sufficientemente piccolo) da permettere il clustering esponenziale, diremo che si
trova in fase di plasma e vedremo che gode dell’ importante capacità di schermare
multipoli di ordine comunque elevato indotti dall’ aver fissato un qualunque numero
di cariche del sistema in certi punti del LEG 3.

Prima di cominciare è necessario premettere alcune definizioni di carattere gen-
erale: consideriamo una fase omogenea di particelle cariche classiche che si muovono
in uno spazio di dimensione ν = 1, 2 o 3. Possiamo avere s specie di cariche eα,
α = 1,. . . , s che chiameremo componenti , e un fondo neutralizzante fisso con den-
sità di carica uniforme ρf . Parleremo di gas Coulombiano quando ρf = 0 e di Jellium
quando ρf 6= 0 . Un gas Coulombiano ha come minimo 2 componenti di carica op-
poste; il Jellium può avere varie componenti con cariche dello stesso segno e opposte
a quello del fondo. Generalmente il Jellium classico ad un solo componente è abbre-
viato OCP (One-Component-Classical-Plasma). La forma del potenziale Coulom-
biano dipende da come sono fatte le linee di forza del particolare sistema di cariche
che desideriamo studiare. Se scegliamo di confinarle nello spazio ν-dimensionale in
cui è confinata la dinamica delle cariche, la forma del potenziale Coulombiano φc

risulta dipendente da ν e la sua trasformata di Fourier no: φc(K) ∝ K−2 , ∀ν. In
questo caso il potenziale Coulombiano è definito come la soluzione della equazione di
Poisson in dimensione ν = 1, 2 e 3 cioè, indicando con R la posizione ν-dimensionale
di una particella e con: ∇R il gradiente ν-dimensionale

∇2
Rφc(R) = −ǫνδ(R), (4.2)

ǫ1 = 2 , ǫ2 = 2π , ǫ3 = 4π , (4.3)

3 Nel gas Coulombiano 1D interagente con potenziale ∝ −|r| la forma asintotica delle funzioni
di correlazione troncate è stata calcolata esplicitamente [113], ed è stato mostrato che è esponen-
zialmente decrescente. L’ esistenza del regime di DH nei sistemi Coulombiani in 2D interagente
con potenziale ∝ − ln |r|/ro e 3D interagente con potenziale ∝ 1/|R| è stata dimostrata da [114]
(2D), [115] (3D), [116] (Jellium), a temperatura sufficientemente alta o densità sufficientemente
bassa. Infine le correlazione dell’ OCP in 2D interagente con potenziale ∝ − ln |r|/ro a Γ = 2 sono
state calcolate esplicitamente da [12] dove è stato mostrato che hanno un decadimento gaussiano.
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cioè:

φc(R) =











1/|R| , ν = 3
−ln|R|/ro , ν = 2
−|R| , ν = 1

(4.4)

In 2D la singolarità di φc(R) sull’ origine, distrugge la stabilità termodinamica dei
sistemi contenenti cariche puntiformi di segni opposti per Γ sufficientemente alta,
in 3D questa è distrutta per ogni valore di Γ (collasso classico). In questi casi è
necessario introdurre una appropriata regolarizzazione del potenziale in r = 0. La
regolarizzazione non è necessaria per il Jellium, quando tutte le componenti hanno
lo stesso segno, o per l’ OCP con cui lavoreremo.

Se scegliamo di lasciare estendere le linee di forza a tutto lo spazio tridimensionale
in cui immaginiamo immerso il sistema di cariche ν−dimensionale allora il potenziale
Coulombiano risulta φ(R) = 1/|R|, ∀ν. Cos̀ı facendo spostiamo la dipendenza
della dimensione nella trasformata del potenziale che ad esempio in 2D diventa
φ(k) = 2π/k.

Nel nostro studio del LEG adotteremo quest’ ultimo punto di vista in accordo
con le situazioni sperimentali presentate nel capitolo 2 nelle quali le cariche del
LEG vanno sempre considerate non esattamente ma solo in buona approssimazione
confinate in piani bidimensionali che sono distribuiti in modo ordinato nello spazio
tridimensionale.

A questo proposito ricordiamo che Jonson [87] ha studiato i possibili effetti dovuti
al fatto di descrivere lo strato di inversione di un MOS non col modello matematico
del 2DEG ma col modello più realistico del quasi-2DEG in cui si aggiunge uno
spessore finito nella terza dimensione allo strato di cariche. Jonson studia l’ ap-
prossimazione in cui la dinamica degli elettroni è ancora esattamente confinata in
2D ma la funzione d’ onda Ψ(R) = ζ(z)ei(kxx+kyy) determina un potenziale bidimen-
sionale effettivo, per mezzo di una media su z pesata dalle distribuzione di cariche
ρ(z) = |ζ(z)|2. Questo potenziale effettivo si riduce a 1/|R| per |R| → ∞ ma tende
a − ln |R| per piccoli |R| cos̀ı che la principale differenza tra un 2DEG e un quasi-
2DEG risulta essere quella di un potenziale tra le cariche meno singolare, per il
primo, a distanze piccole rispetto allo spessore dello strato.

4.2 Condizioni di equilibrio

4.2.1 Prime definizioni

Cominciamo col considerare un sistema costituito da Np piani paralleli posti a
z = 0,±d,±2d, . . . ,±md. Ciascun piano è di superficie S e contiene un OCP bidi-
mensionale, cioè N particelle di carica e e massa M immerse in un fondo continuo,
fisso, con densità di carica neutralizzante, uniforme ρf = −n2, dove, in accordo con

la notazione dei precedenti capitoli, n2 = e
∼
ρ= e(N/S). Da ora in poi metteremo la
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tilde sopra tutto ciò che si riferisce al sistema finito e la toglieremo quando vogliamo
riferirci al sistema nel limite termodinamico (T-lim) in cui N → ∞, S → ∞ con
∼
ρ= ρ e ρ costante. Assumendo la costante dielettrica del mezzo tra i piani uguale
ad uno, le forze immagine non esistono e le particelle interagiscono tra loro e con
i fondi neutralizzanti con il potenziale Coulombiano tridimensionale in (4.4). Lo
stato degli Np OCP bidimensionali è caratterizzato dalla sua temperatura T (o da

β = 1/KBT con KB costante di Boltzmann), e la sua densità superficiale media
∼
ρ

che determina la distanza media tra gli elettroni sul piano a = (πρ)1/2. La costante
di accoppiamento dei singoli piani è definita dal rapporto dell’ energia potenziale
media per particella con l’ energia cinetica media per particella: Γ = βe2/a.

Gli effetti quantistici sono legati alla lunghezza d’ onda termica di de Broglie
λdB = (2πh̄2β/M)1/2. In questa parte del lavoro di tesi studieremo il sistema de-
scritto in regime classico, cioè assumeremo una temperatura sufficientemente alta
ed una densità sufficientemente bassa affinchè si possa considerare gli elettroni come
pacchetti d’ onda la cui estensione spaziale sia piccola rispetto alla distanza media
tra le particelle a. Affinchè questo si realizzi la lunghezza d’onda termica di de
Broglie deve essere molto più piccola della separazione media tra gli elettroni:

λdB/a≪ 1. (4.5)

Sotto tale condizione ciascun elettrone si può considerare una particella classica con
una posizione ed un impulso ben definiti. Inoltre due elettroni si possono considerare
distinguibili.

Poichè l’ analisi che faremo dello stato di equilibrio del LEG classico è diretta-
mente basata sullo studio delle equazioni gerarchiche di equilibrio valide indipen-
dentemente dai valori dei parametri termodinamici del sistema, essa ha come unica
restrizione sul dominio di tali parametri solo la condizione (4.5). Tale analisi risulterà
allora particolarmente interessante quando i piani del LEG contengono un plasma
classico fortemente accoppiato Γ ≫ 1 4

Scegliamo di indicare con Ri ≡ (ri, mid), la posizione della particella classica
puntiforme i-esima (1 ≤ i ≤ NNp) sul piano z = mid

5; indichiamo con Rm ≡
(r, md) e con∇R ≡ (∇r, ∂/∂z) ≡ (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z); infine dato un generico vettore
tridimensionale V indichiamo con V‖ la sua componenete parallela ai piani del LEG

4Nel corso dell’ analisi tratteremo con particolare enfasi il caso di forte accoppiamento tra i
piani.

5per mi = m fissato allora 1 ≤ i ≤ N , ed Ri indica la posizione della particella i-esima del
piano z = md
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e con V⊥ quella ortogonale. Il sistema appena descritto ha una energia potenziale

U(R1, . . . , RNpN ) = e2









h
∑

m=−h

N
∑

i<j
mi=mj=m

φ(Ri − Rj)

+
∑

−h≤m<n≤h

N
∑

i,j
mi=m,mj=n

φ(Ri − Rj) +
∼
ρ

∑

−h≤m,n≤h

N
∑

i=1
mi=m

∫

S
drφ(Ri − Rn) + γ





 . (4.6)

Dove abbiamo indicato con Ri ≡ (ri, mid), con φ(R) = 1/(r2 + z2)1/2 il potenziale
coulombiano per unità di carica elettrica e con γ l’ energia potenziale dell’ interazione
tra i fondi.

Possiamo adesso introdurre le funzioni di distribuzione ridotte ad n corpi dell’
insieme canonico del LEG come:

ρ(n)(R1, . . . , Rn) =
N !

(N − n)!

∫

S · · ·
∫

S e
−βU(R1,...,RNNp )∏NNp

i=n+1 dri
Z

, (4.7)

dove abbiamo indicato con Z la funzione di partizione canonica del LEG:

Z =
∫

S
· · ·

∫

S
e−βU(R1,...,RNNp )

NNp
∏

i=1

dri . (4.8)

Le funzioni di distribuzioni ridotte del LEG finito
∼
ρ
(n)

(R1, . . . , Rn) (trascureremo
(n) nella notazione ove non ambiguo) dell’ insieme canonico o di quello gran canonico
associate con l’ energia (4.6) soddisfano ad un insieme di N equazioni gerarchiche di
equilibrio analoghe a quelle della gerarchia BGY (Born-Green-Yvon) per i sistemi
omogenei [117, 118] e che chiameremo appunto equazioni BGY 6

(βe2)−1∇r1

∼
ρ (R1, . . . , Rn) = (Ff

‖(R
1) +

n
∑

i=2

F‖(R
1 − Ri))

∼
ρ (R1, . . . , Rn)

+
h
∑

m=−h

∫

S
drF‖(R

1 −Rm)
∼
ρ (R1, . . . , Rn, Rm) , (4.9)

dove n = 1, . . . , N . In (4.9) abbiamo definito

F‖(R) = −∇rφ(R), (4.10)

la componente parallela ai piani della forza tra due elettroni e

Ff
‖(R) =

∼
ρ

h
∑

m′=−h

∫

S
dr′F‖(R− R′

m′), (4.11)

6Le equazioni BGY (4.9) si ricavano sviluppando (βe2)−1∇r1 ln[
∼
ρ (R1, . . . , Rn)] [119].
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la forza elettrica che i fondi neutralizzanti esercitano sulla particella in R.
Le funzioni di distribuzione introdotte soddisfano la seguente condizione di nor-

malizzazione:
∫

S
. . .
∫

S
dri1 . . . drin

∼
ρ (Ri1 , . . . , Rin) = di1...in (4.12)

di1...in =
∏

m={mi1
...min}

nm
∏

i=0

(N − i) ,

dove nm = numero di particelle iα con 1 ≤ α ≤ n che stanno sul piano z = md.
Inoltre, esse sono legate tra loro dalle seguenti relazioni integrali:

∫

S
dri1

∼
ρ (Ri1 , . . . , Rin) =

di1...in
di2...in

∼
ρ (Ri2 , . . . , Rin) . (4.13)

Procedendo sarà più utile lavorare con altri due diversi tipi di funzioni di corre-
lazione che adesso descriviamo e che come vedremo nella sezione sul limite termodi-
namico saranno le sole a conservare un valore finito e quindi un significato fisico nel
limite di un sistema coi piani estesi all’ intero R2; data la densità microscopica di
particelle:

N(R) =
∑

i

δ(R−Ri) , (4.14)

e indicando con < . . . > la media termica, canonica, alla temperatura inversa β,
che non tiene conto degli effetti di dimensione finita dei piani del sistema descritto,
definiamo [11] densità di particelle in eccesso (d.p.e.) in Rm quando ci sono n
particelle fissate in R1, . . . , Rn con R1 6= . . . 6= Rn, la funzione 7:

ρe(Rm|R1, . . . , Rn) =

=< N(R)N(R1) . . . N(Rn) > − < N(Rm) >< N(R1), . . . , N(Rn) > (4.15)

= ρ(Rm, R
1, . . . , Rn)− ρ(Rm)ρ(R

1, . . . , Rn) +
∑

i

δ(Rm − Ri)ρ(R1, . . . , Rn) ,

dove ricordiamo che le funzioni di distribuzione ad n punti sono definite da:

ρ(R1, . . . , Rn) ≡ ρ(R1) . . . ρ(R2)g(n)(R1, . . . , Rn) (4.16)

= < [N(R1) . . . N(Rn)]DP > , (4.17)

g(1)(R1) = 1 . (4.18)

Il simbolo [ ]DP indica che dalla somma di prodotti di funzioni delta dentro le
parentesi quadrate dobbiamo scartare quelli che contengono più di una funzione

7Generalmente, la densità di particelle in eccesso condizionata, correttamente normalizzata,
viene definita come la (4.15) divisa per ρ(R1, . . . , Rn); a noi risulterà conveniente la definizione
(4.15)
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delta riferita ad una stessa particella e dobbiamo tenere solo quelli con funzioni
delta riferite a Diverse Particelle.

Nella (4.16) abbiamo anche definito le funzioni di correlazione ad n corpi, g(n),
spesso più convenienti da usare. Tra queste la funzione di correlazione di coppia
g(2)(R1, R2), ha un ruolo particolarmente importante: nel caso in cui abbiamo fluidi
omogenei sui vari piani, e prendendo l’ origine su una delle particelle della coppia,
ad esempio sulla 2, indicheremo g(2)(R1, O) ≡ g(2)m1

(r1) e ci convinciamo facilmente,
guardando la sua definizione, che ρg(2)m (r)dr è la probabilità di osservare una seconda
carica in un dr intorno ad r sul piano m, o che, analogamente, il numero medio di
cariche sul piano z = md che si trovano tra la circonferenza di raggio r e quella
di raggio r + dr è ρg(2)m (r)2πrdr. Si vede, quindi, come la funzione g(2)m (r) abbia
le proprietà della funzione di distribuzione radiale gm(r), che si può ottenere da
esperimenti di scattering su un campione di LEG, e che è legata in modo banale alla
funzione di struttura statica del sistema (vedi la relazione (4.28) al termine della
sezione).

Oltre alle d.p.e. un’ altro insieme di funzioni che useremo spesso sono le funzioni
di correlazione troncate (f.c.t.); queste sono cos̀ı definite:

ρT (R
1, Q) = ρ(R1, Q)− ρ(R1)ρ(Q) , (4.19)

ρT (R,R
1, Q) = ρ(R,R1, Q)− ρ(R)ρT (R

1, Q) (4.20)

−ρ(R1)ρT (R,Q)− ρ(Q)ρ(R,R1) ,

dove abbiamo indicato con Q ≡ (R2, . . . , Rn). Nel caso in cui Q consista di un
solo punto la (4.19) si riduce alla definizione della funzione di correlazione di Ursell
(che sono definite in appendice A) a due punti u(2) e la (4.20) alla definizione della
funzione di correlazione di Ursell a tre punti u(3). È importante osservare che in
generale ρT (R

1, R2) deve essere una funzione decrescente nella variabile |R1 − R2|.
Concludiamo questa sezione osservando come tra tutte le d.p.e. quella a due

corpi sia particolarmente importante poichè coincidente con la funzione di struttura
statica, e commentando alcune banali proprietà della funzione di struttura statica
di un sistema con un numero infinito di piani. La funzione di struttura statica di
un sistema a molti corpi con densità microscopica N(R) (ricordiamo che indichiamo
con R ≡ (r, z) e con K ≡ (k, kz)) è definita come:

S(R|R′) = < N(R)N(R′) >T

= < N(R)N(R′) > − < N(R) >< N(R′) >

= ρe(R|R′) . (4.21)

Prendendo l’origine del sistema di riferimento O = (r = 0, z = 0) su R′ e specif-
icandoci al sistema del LEG, tenendo quindi conto della dinamica bidimensionale
degli elettroni sui diversi piani, la funzione di struttura statica assume la seguente
dipendenza spaziale:

S(R|O) =
∑

m

Sm(r|O)δ(z −md) , (4.22)
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dove:

Sm(r|O) = S(Rm|O) = ρT (Rm, O) + ρδm,0δ(r) . (4.23)

Se tutti gli OCP bidimensionali del LEG sono omogenei allora avremo che: Sm(r|O) =
Sm(r + ro|ro), ∀ro. Se tutti gli OCP bidimensionali del LEG hanno simmetria az-
imutale allora scriveremo: Sm(r|O) = Sm(r|O). Essendo tutti i piani identici tra
loro deve anche essere Sm = S|m|.

Indicando con S(K|O) = ∫

dRe−iKRS(R|O) e con Sm(k|O) =
∫

dre−ikrSm(r|O)
abbiamo 8 :

S(k, z|O) =
∑

m

Sm(k|O)δ(z −md) , (4.24)

S(k, kz|O) =
∫

dze−ikzzS(k, z|O) =
∑

m

Sm(k|O)e−ikzmd . (4.25)

Osserviamo come Sm(k|O) differisca dal fattore di struttura Sm(k) più volte usato
nei precedenti capitoli per un fattore di normalizzazione 9 ρ: Sm(k|O) = Sm(k)ρ.

Quest’ ultima definizione mostra come i contributi alla funzione di struttura
statica dai vari piani Sm(k|O), costituiscano, nel caso di un LEG con Np = ∞ e
d < ∞, i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier rispetto alla variabile kz di
S(k, kz|O) che è una funzione periodica, in kz, di periodo 2π/d (la (4.24) è infatti
banalmente periodica di periodo d in z); possiamo allora scrivere:

Sm(k|O) =
2π

d

∫

1oBz
dkzS(K|O)eikzdm , (4.27)

dove come al solito indichiamo con 1oBz la prima zona di Brillouin: kz ∈ [−π
d
, π
d
].

Osserviamo infine come valga la seguente relazione tra Sm(k|O) e la funzione di
distribuzione radiale dell’ m-esimo piano gm(r) = ρm(r)/ρ

2 = ρ(Rm, O)/ρ
2 che come

abbiamo già visto, descrive le correlazioni tra cariche in piani separati di md:

gm(r)− 1 =
1

ρ

∫

dk

(2π)2
eikr

[

Sm(k|O)
ρ

− δm,0

]

. (4.28)

8Anche se per la simmetria azimutale e l’ omogeneità dei diversi OCP bidimensionali Sm(k)
dipende da k solo attraverso il suo modulo k conserviamo la scrittura di k come vettore per
sottolineare il significato di Sm(k) come funzione di scattering in cui h̄k rappresenta il momento
trasferito al fluido del piano m-esimo.

9 Il fattore di struttura statico di van Hove nello spazio delle coordinate S(R) di un fluido in
3D omogeneo di densità n3 è definito come [91]

S(R) ≡ 1

N

∫

dR′ < N(R′; t′ = 0)N(R′ +R; t = 0) >T=
< N(R)N(O) >

n3
≡ S(R|O)

n3
; (4.26)

in questo capitolo risulterà più comoda la funzione S(R|O) grazie alla sua definizione (4.21) che la
lega direttamente alle d.p.e..
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4.2.2 Limite termodinamico

Nel modello del LEG possiamo distinguere tra due diversi limiti termodinamici:
(i) quello in cui estendiamo i piani su cui si muovono gli elettroni all’ infinito, a
cui ci eravamo gia’ riferiti con T-lim, (ii) quello in cui prendiamo un LEG con un
numero infinito di piani a cui ci riferiremo da ora in poi con T-limNp

. Durante l’
analisi svolta in questo capitolo sulle regole di somma ed il comportamento asintotico
delle correlazioni del LEG classico, studieremo il modello del LEG nel T-lim. Uno
degli scopi fondamentali dell’ analisi svolta sarà quello di capire come la finitezza del
sistema lungo la direzione ortogonale ai piani influenzi regole di somma ed andamenti
asintotici delle correlazioni del LEG. In altre parole confronteremo i risultati ottenuti
nello studio del LEG con Np finito e quello nel T-limNp

.
In questa sottosezione eseguiamo il T-lim sulle BGY del LEG finito (4.9) ri-

mandando alla sottosezione 4.4.2 per il calcolo del T-limNp
sulle BGY che adesso

ricaveremo (vedi (4.36)). Immaginiamo quindi di estendere all’ infinito le super-
fici dei piani mantenendo la densità media di particelle su ciascuno di essi costante

limS→R2

∼
ρ=ρ (da ora in poi toglieremo la tilde dalle grandezze che si riferiscono al

sistema nel T-lim); otterremo cos̀ı un sistema inomogeneo, semi-infinito, (secondo
la definizione dell’ introduzione della sezione ’Inhomogeneous Fluids’ in [11]) le cui
funzioni di correlazioni sono ottenute da quelle del sistema finito prendendo il lim-
ite S → R2. Ammetteremo (vedi la discussione al par. ’thermodynamic limit’ in
[11]) che le correlazioni del sistema semi-infinito soddisfino ad equazioni gerarchiche
ottenute prendendo formalmente il limite termodinamico delle BGY per il sistema
finito. A tale scopo è utile riscrivere tali BGY utilizzando il campo elettrico dovuto
a tutte le cariche (fondi e particelle)

∼
E (R) =

h
∑

m=−h

∫

S
dr′F(R − R′

m)
∼
C (Rm) , (4.29)

dove abbiamo usato la carica totale per piano

∼
C (Rm) = (

∼
ρ (Rm)−

∼
ρ) . (4.30)

Le BGY si riscrivono:

(βe2)−1∇r1

∼
ρ (R1, . . . , Rn) = [

∼
E‖ (R

1) +
n
∑

i=2

F‖(R
1 −Ri)]

∼
ρ (R1, . . . , Rn)

+
h
∑

m=−h

∫

S
drF‖(R

1 −Rm)[
∼
ρ (R1, . . . , Rn, Rm)−

∼
ρ (Rm)

∼
ρ (R1, . . . , Rn)] . (4.31)

Nel limite termodinamico otteniamo un sistema inomogeneo con le seguenti sim-
metrie:

(S1) Traslazioni continue lungo x̂, ŷ (nel caso Np = ∞ traslazioni di passo d lungo ẑ)
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(S2) Rotazioni continue attorno a ẑ

(S3) Rotazione di π attorno ad una qualunque retta del piano m = 0 (nel caso
Np = ∞ rotazione di π attorno ad una qualunque retta di un qualunque piano).

Dalla (S1) ricaviamo la neutralità locale del sistema 10, cioè per ogni m,

lim
S→R2

∼
C (Rm) = C(Rm) = 0. (4.32)

Allora per le ρ(R1, . . . , Rn) = limS→R2

∼
ρ (R1, . . . , Rn) otteniamo le seguenti equazioni

di equilibrio

(βe2)−1∇r1ρ(R
1, . . . , Rn) =

n
∑

i=2

F‖(R
1 −Ri)ρ(R1, . . . , Rn)

+
h
∑

m=−h

∫

drF‖(R
1 −Rm)[ρ(Rm, R

1, . . . , Rn)− ρρ(R1, . . . , Rn)] , (4.33)

dove ammettiamo la convergenza assoluta dell’ultimo integrale assumendo la seguente
condizione di clustering:

|ρ(R,R1, . . . , Rn)− ρρ(R1, . . . , Rn)| ≤ M

|R|η con η > 0 .. (4.34)

Considerando le cariche 1, . . . , n fisse in R1, . . . , Rn ci aspettiamo naturalmente che
quando la carica in R si allontana dai punti R1, . . . , Rn essa si scorreli dalle cariche
fissate. In particolare nel caso in cui il fluido inomogeneo è in una fase di plasma, os-
sia, in una fase in cui i parametri termodinamici sono tali da provocare un clustering
esponenziale delle correlazioni, la condizione (4.34) che da ora in poi assumeremo
valida a priori, è sicuramente verificata 11. Un punto importante che metteremo
però in evidenza studiando le BGY del LEG con un numero finito di piani è che, in-
dipendentemente dal valore dei parametri termodinamici del sistema, le correlazioni
del fluido inomogeneo con le simmetrie (S1),(S2) ed (S3) esibiscono un decadimento
lento (non esponenziale) muovendo le particelle parallelamente ai piani.

10Prendendo il limite termodinamico della (4.31) per n = 1, tenendo conto dell’ antisimmetria
della forza F‖(R

1 −R2) = −F‖(R
2 −R1) e osservando che per le simmetrie (S1) ed (S2) ρ(1)(R1) =

ρ è costante e ρ(2)(R1, R2) è una funzione di |r1 − r2| otteniamo consistentemente

lim
S→R2

∼

E (Rm) = E(Rm) = 0

11Per una descrizione dei sistemi Coulombiani in cui tale condizione è verificata esattamente
per determinati domini dei parametri termodinamici vedi la nota 3 ed i punti (b)(c) ed (e) nella
sottosezione IIA2 di Ref. [11].
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Riscriviamo adesso le (4.33) utilizzando le f.c.t. ed il campo elettrico in R1

generato dalla d.p.e. quando fissiamo n− 1 particelle in Q ≡ (R2, . . . , Rn) [11]:

E(R1|Q) =
h
∑

m=−h

∫

drF(R1 − Rm)ρe(Rm|Q) . (4.35)

Questo campo è generalmente chiamato il campo elettrico in eccesso e sarà studiato
in appendice B. In tale appendice si offre una definizione elettrostatica standard
di bfE(R1|Q). Esso si può definire come il campo elettrico generato in R1 dalla
densità di carica [ρ(Rm, Q)− ρ(Q)ρ] di uno stato disomogeneo (se n > 2, omogeneo
nel caso n = 2) e da n − 1 cariche puntiformi, esterne, di carica ρ(Q), situate nei
punti di Q. È possibile definire un potenziale in eccesso attraverso la solita ralazione
E(R|Q) = −∇Rφ(R|Q). Sempre in appendice B diamo uno sviluppo multipolare
del potenziale in eccesso generato dalle d.p.e. a 2 punti nel caso del singolo piano.

Possiamo cos̀ı riscrivere le (4.33):

(βe2)−1∇r1ρT (R
1, Q) = ρE‖(R

1|Q) +
n
∑

i=2

F‖(R
1 − Ri)ρT (R

1, Q)

+
h
∑

m=−h

∫

drF‖(R
1 − Rm)ρT (Rm, R

1, Q) . (4.36)

Concludiamo ricavando alcune proprietà soddisfatte dalle f.c.t. e dalle d.p.e. del
LEG nel T-lim.

• Utilizzando la sola condizione di normalizzazione (4.13) otteniamo:

∫

drρe(R|R1, . . . , Rn) = 0 , (4.37)

a cui ci riferiremo, nel seguito, con regola di somma di carica di ordine n (in
quanto abbiamo fissato n particelle in R1, . . . , Rn). Per concretezza scriviamo
la regola di somma di carica di ordine 2 in termini del fattore di struttura
statico (la funzione di van Hove, vedi nota 9):

S(k, 0) =
∑

m

Sm(k)
k→0−→ 1

ρ

∑

m

∫

drρe(Rm|O) = 0 . (4.38)

• Dalla definizione (4.19) di ρ
(2)
T ricaviamo utilizzando ancora la sola condizione

di normalizzazione (4.13):

∫

dr1ρT (Rm1
, Rm2

) =

{

−ρ m1 = m2

0 m1 6= m2
(4.39)
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• Utilizzando le proprietà di invarianza (S1) e (S2), abbiamo ρ(R1, R2) = ρ(|r1−
r2|, |m1 −m2|), da cui ricaviamo:

∫

dr1r1ρT (Rm1
, Rm2

) =

{

−r2ρ m1 = m2

0 m1 6= m2
(4.40)

usando, allora, la (4.15):
∫

dr1r1ρe(Rm1
|Rm2

) = 0 , (4.41)

a cui ci riferiremo nel seguito come regola di somma di dipolo del primo ordine
(in quanto abbiamo fissato una sola particella in R2; la prima regola di somma
non banale di ordine maggiore è la regola di somma di dipolo quando fissiamo
due particelle).

4.3 Regole di somma multipolari

Abbiamo visto nella sottosezione 4.2.2 come la regola di somma di carica valga sotto
la sola condizione di clustering integrabile. Seguendo lo stesso criterio dimostriamo
ora una proposizione che lega il tipo di clustering alle regole di somma multipolari di
ordine superiore [120, 121, 11]. Fissando n− 1 = 1, 2, . . . punti in Q ≡ (R2, . . . , Rn)
e per l = 0, 1, 2, . . . tali regole di somma si scrivono:

∑

m

∫

drρe(Rm|Q)
[

(Rm∇R)
lR · û
R3

]

R=û

= 0 ∀ û ⊥ ẑ . (4.42)

Chiameremo la condizione (4.42) per un dato l ed un dato n interi, regola di somma
di multipolo (l, n) [11].

Proposizione 1 Consideriamo un LEG costituito da Np piani nel T-lim. Supponi-
amo che le funzioni di correlazione del suo stato di equilibrio soddisfino le BGY e
godano della seguente condizione di clustering:

|DηρT (R
1, R2, . . . , Rn)| ≤M <∞, D = sup

i,j
(|Ri − Rj|) (4.43)

η >

{

2 + lo Np <∞
3 + lo Np = ∞ (4.44)

con n = 2, . . . , no+1; allora valgono le regole di somma di multipolo (l, n) per l ≤ lo
ed n ≤ no.

Dimostrazione: Studiamo il comportamento asintotico delle BGY:

(βe2)−1∇r1ρT (R
1, Q) = ρE‖(R

1|Q) +
n
∑

i=2

F‖(R
1 − Ri)ρT (R

1, Q)

+
h
∑

m=−h

∫

drF‖(R
1 − Rm)ρT (R

1, Rm, Q) (4.45)
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con n = 2, . . . , no + 1,

nel portare all’ infinito lungo un piano m = 0 la particella in R1. A tale scopo
poniamo R1 = (rλ = λû, 0) con û versore ortogonale a ẑ, e prendiamo λ → ∞.
Integrando il lato sinistro della (4.45) su un cerchio C(λû, ro) di raggio ro centrato
in λû e sfruttando l’ ipotesi di clustering (4.43) troviamo:

(βe2)−1
∫

C(0,ro)
dy∇rλρT (λû+ y, Q) = (βe2)−1

∮

∂C(0,ro)
n̂dlρT (λû+ y, Q)

= (βe2)−1|∂C(0, ro)|O(1/λη) , (4.46)

dove η è dato da (4.44) ed abbiamo indicato con
∮

∂C(0,ro) n̂dl l’ integrale sul contorno
∂C(0, ro) di C(0, ro) (n̂ è la normale alla circonferenza ∂C(0, ro)). Si verifica imme-
diatamente che per la condizione di clustering (4.43) il secondo termine del membro
di destra decade più velocemente di 1/λη. Per stimare l’ andamento asintotico dell’
ultimo termine del membro di destra osserviamo che, dal momento che Q e fis-
sato, l’ ipotesi di clustering della proposizione implica che sia |DηρT (R

1, Rm, Q)| ≤
M < ∞ con D = sup(|R1|, |Rm|) e con η dato da (4.44). Possiamo sfruttare al-
lora il lemma 1 di appendice C per affermare che limλ→∞ λ2+lo |∑m′

∫

dr′F‖(|λû −
R′

m′ |)ρT (λû, R′
m′ , Q)| = 0.

Concludiamo cos̀ı, confrontando gli andamenti asintotici per λ→ ∞ della (4.45)
integrata su C(λû, ro) che pure E‖(λû|Q) deve decadere per λ→ ∞ più velocemente
di 1/λ2+lo. Riscrivendo il campo elettrico in eccesso cos̀ı:

E(R|Q) =
∫

d3R′ R− R′

|R−R′|3C(R
′, Q) ,

dove C(R′, Q) =
∑

m δ(z
′−md)ρT (R′|Q), ci accorgiamo che, pensando Q fisso e sfrut-

tando l’ ipotesi di clustering della proposizione, deve essere C(R′, Q) = O(1/|R|η);
allora E(λû|Q) ha una espansione multipolare fino ad ordine lo (dal lemma 1 dell’
appendice C di [120]):

Ej(λû|Q) =
lo
∑

l=0

(−1)l

l!

Gl
j(û|Q)
λl+2

+ o
(

1

λlo+2

)

(4.47)

Gl
j(û|Q) =

3
∑

i1,...,il=1

(∂i1 . . . ∂il)

(

−∂j
1

|R|

)∣

∣

∣

∣

∣

R=û

×

×
∑

m

∫

dr(Rm)i1 · · · (Rm)ilρT (Rm|Q) , (4.48)

dove j = 1, 2 e stiamo indicando con (R)i la componente cartesiana i-esima del
vettore R e con ∂i la derivata parziale rispetto a tale componente; poichè nelle
ipotesi della proposizione abbiamo visto che deve essere E‖(λû|Q) = o(1/λ2+lo)
dobbiamo avere che Gl

j(û|Q) = 0 per l ≤ lo e ∀û ortogonale a ẑ. Devono cioè valere
le regole di somma di multipolo (l, n) per l ≤ lo ed n ≤ no.

Commentiamo il risultato ottenuto.
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(i) Scriviamo le regole di somma di multipolo (l, n) più esplicitamente in alcuni
casi particolari (immaginiamo di fissare in Q un numero n qualunque di punti
distinti):

• per l = 0 ed n qualunque =⇒
∑

m

∫

R2
drρe(Rm|Q) = 0 (4.49)

• per l = 1 ed n qualunque =⇒
∑

m

∫

R2
drrρe(Rm|Q) = 0 (4.50)

Queste relazioni verranno spesso utilizzate nelle prossime sezioni.

(ii) Dal confronto della proposizione 1 con la proposizione 2.2 di Ref. [11], risulta
che:

• Il LEG con Np = ∞ (d finito 12) ha un comportamento simile a quello di
un OCP in 3D.

• Il LEG con Np ≤ ∞ ha un comportamento simile a quello di un OCP in
2D interagente con potenziale Coulombiano ∝ − ln |r|/ro.

Per ’comportamento simile’ intendiamo in entrambi i casi, che il LEG e l’ OCP
hanno le stesse condizioni di clustering necessarie per la validità delle proprie
regole di somma di multipolo (l, n) (adattate alla particolare geometria del
sistema) per determinati valori di l ed n.

(iii) La proposizione appena dimostrata nel caso di un LEG con piani omogenei
e con simmetria azimutale vale anche per il LEG con piani disomogenei se
aggiungiamo l’ ipotesi che le densità superficiali di elettroni su i piani rimangono
finite andando all’ infinito lungo il piano (vedi [120]). Questa generalizzazione
della proposizione appena dimostrata sarà utilizzata nella sezione 4.5.

4.4 Comportamento asintotico delle correlazioni

4.4.1 Numero finito di piani

Lo scopo di questa sottosezione è quello di studiare come e con quali conseguenze
l’ analisi svolta da Alastey e Martin [10] sul tipo di clustering compatibile con le
equazioni gerarchiche di equilibrio nei fluidi classici, si applica al sistema di nos-
tro interesse: il gas di elettroni stratificato. A tale scopo premettiamo una breve
rassegna dei risultati noti nel caso dell’ OCP in 2D omogeneo con un potenziale di
interazione tra le particelle di tipo 1/r.

12Vedi lemma 1 in appendice C.
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Un piano

Alastuey e Martin [10] hanno studiato il comportamento asintotico delle correlazioni
che definiscono gli stati di equilibrio di un OCP in 2D, infinitamente esteso (nel T-
lim), omogeneo e con interazione Coulombiana tra le particelle di tipo 1/r. Essi
dimostrano che le f.c.t. soluzioni della gerarchia BGY non possono avere un decadi-
mento esponenziale per grandi separazioni tra le cariche. In particolare trovano che
S(r) = ρe(r|O)/ρ = [ρT (r, O) + ρδ(r)]/ρ = ρ[g(r) − 1] + δ(r) deve decadere come
1/r3−ǫ con ǫ ≥ 0 (ǫ < 1 per assicurare l’ integrabilità del decadimento all’ infinito).

Ripercorriamo brevemente la loro dimostrazione. Immaginiamo di avere fissato
una carica nell’ origine O sul piano. Chiamiamo ρe(r) ≡ ρe(r|O) ed analogamente
ρT (r) ≡ ρT (rO). La BGY che lega la f.c.t. a 2 punti con quella a 3 punti si scrive
proiettata lungo r̂ 13:

(βe2)−1dρT (r, O)

dr
= −ρdφe(r, z = 0)

dr
+

1

r2
ρT (r, O)

+
∫

dr′
r̂ · (r− r′)

|r− r′|3 ρT (r, r
′, O) (4.51)

= −ρ
∫

dr′
r̂ · (r− r′)

|r− r′|3 [ρT (r, O) + δ(r′)ρ]

+
∫

dr′
r̂ · (r− r′)

|r− r′|3 [ρT (r, r
′, O) + δ(r′)ρT (r, O)] , (4.52)

dove φe(r, z) è il potenziale in eccesso generato dalla d.p.e. a 2 punti (di cui uno
fissato nell’ origine O). Il potenziale in eccesso soddisfa l’ equazione di Poisson:

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r
φe(r, z)

)

+
∂2

∂z2
φe(r, z) = −4πρe(r)δ(z), (4.53)

che in trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari r si scrive

φe(k, z) = ρv2d(k)e
−k|z|

[

ρT (k)

ρ
+ 1

]

= ρv2d(k)e
−k|z|S(k) . (4.54)

dove v2D(k) = 2π/k è la trasformata di Fourier bidimensionale del potenziale 1/r.
Passando in trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari r nella BGY (4.52)
si ottiene:

(βe2)−1kρT (k) = −ρkφe(k, z = 0)

+
∫

dre−ikr +
∫

dr′
k̂ · (r− r′)

|r− r′|3 [ρT (r, r
′, O) + δ(r′)ρT (r, O)] , (4.55)

ricordandosi la relazione tra il fattore di struttura statico S(k) e la f.c.t. a 2 punti
ed utilizzando l’ equazione di Poisson (4.54) la BGY si riscrive:

(βe2)−1(S(k)− 1) = −ρv2D(k)S(k) + 2πρ∆(k) , (4.56)

13Dalla seconda equazione (quella per n = 2) della gerarchia BGY (4.36) presa per Np = 1
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dove abbiamo definito 14:

∆(k) = − i

2πρ2k

∫

dr′
k̂ · r′
r′3

∫

dre−ikrc(r, r′) (4.57)

c(r, r′) = ρe(r|r′, O)− ρρe(r|r′) . (4.58)

Studiamo le proprietà della funzione ∆(k) in termini delle regole di somma mul-
tipolari ricavate in sezione 4.3.

(i) Se le d.p.e. a 2 e 3 punti sono integrabili abbiamo dimostrato nella sottosezione
4.2.2 (vedi equazione (4.37)) che esse soddisfano la regola di somma di carica:

∫

drρe(r|r′) = 0 ovvero lim
k→0

S(k) = 0 (4.59)
∫

dr′ρe(r|r′, O) = 0 , (4.60)

da cui ricaviamo per la c(r, r′):

∫

dre−ikrc(r, r′) =
∫

dr(e−ikr − 1)c(r, r′) ∼ kǫ (4.61)

con ǫ > 0 per k → 0 , , (4.62)

ovvero per la ∆(k):

∆(k) ∼ 1/k1−ǫ con ǫ > 0 per k → 0 . (4.63)

(ii) Se le f.c.t. a 2, 3 e 4 punti soddisfano la condizione di clustering

|DηρT (R
1, R2, . . . , Rn)| ≤M <∞, D = sup

i,j
(|Ri − Rj |) (4.64)

per η > 3(= 2 + 1) ed n =2, 3 e 4 allora la proposizione dimostrata in sezione
4.3 ci assicura che valgono:

• La regola di somma di carica sulle d.p.e. a 2 ed a 3 punti utilizzate in (i).

• Le regole di somma di dipolo sulle d.p.e. a 2 (sempre valida in un sistema
omogeneo se assumiamo la d.p.e. a 2 punti integrabile) e 3 punti (vedi
(4.50)):

∫

drrρe(r|r′) = 0 (4.65)
∫

dr′r′ρe(r|r′, O) = 0 , (4.66)

14Nella scrittura del termine ∆(k) dalla (4.51) abbiamo usato: l’ antisimmetria della forza
Coulombiana, l’ omogeneitá del piano di cariche e la definizione delle d.p.e. (4.15). Infine ab-
biamo assunto di poter scambiare i due integrali in r ed in r′ (vedi proposizione 6 in Ref. [10]).
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da cui ricaviamo per la c(r, r′):

∫

dre−ikrc(r, r′) =
∫

dr(e−ikr − 1 + ikr)c(r, r′) ∼ k1+ǫ (4.67)

con ǫ > 0 per k → 0 , , (4.68)

ovvero per la ∆(k):

∆(k) ∼ 1/kǫ con ǫ > 0 per k → 0 . (4.69)

Dall’ analisi precedente ricaviamo le seguenti informazioni:

1. Dalle ipotesi del punto (ii) e dalla BGY in (4.56) otteniamo per la S(k) il
seguente comportamento 15 a piccoli k:

lim
k→0

v2D(k)ρS(k) = (βe2)−1. (4.70)

Il termine dominante a piccoli k di S(k) non è analitico in k a k = 0. Tale
singolarità di ordine k in k → 0 induce [100] un termine di ordine 16. |r|−3 nello
sviluppo asintotico di S(r) intorno a |r| → ∞. Questo é in contraddizione con le
ipotesi di partenza del punto (ii). Abbiamo allora dimostrato che il clustering
non puó essere del tipo assunto in (4.64). Le f.c.t. a 3 ed a 4 corpi devono
decadere a zero non piú lentamente di quella a 2 quando mandiamo all’ infinito
la separazione tra due particelle che le tre f.c.t. hanno in comune. Concludiamo
che S(r) deve decadere come 1/r3−ǫ con ǫ ≥ 0.

2. Partendo dalle ipotesi del punto (i) ricaviamo dalla BGY in (4.56):

S(k → 0) ∼ k
[

1

kD
+∆(k → 0)

]

, (4.71)

dove KD = 2πρβe2 è l’ inverso della lunghezza di schermo di Debye in un gas di
elettroni bidimensionale e come abbiamo visto al punto (i) ∆(k → 0) ∼ 1/k1−ǫ

con ǫ > 0. Dall’ analisi al punto (ii) (vedi equazione (4.67)) si vede che ǫ = 1
quando il momento di dipolo sulla d.p.e a tre punti è finito ( 6= 0). Si vede allora
che S(k) continua ad avere un andamento lineare in k a piccoli k se supponiamo
che il dipolo sulla d.p.e. a tre punti sia finito.

Commentiamo il risultato ottenuto: (a) confrontando il comportamento dell’
OCP in 2D e dell’ OCP in 3D interagenti con potenziale Coulombiano 1/|R|; (b)
analizzando il modello idrodinamico dell’ OCP in 2D studiato da Fetter [16] alla
luce dei risultati “esatti” dell’ analisi di Alastuey e Martin appena esposti.

15Tale tipo di comportamento si ottiene di solito (vedi ad esempio Ref. [112]) dall’ argomento
euristico di prendere l’ andamento a piccoli k della funzione di correlazione diretta c(k) = [1 −

1
S(k) ]/ρ come dato da −(βe2)v2D(k).

16La trasformata di Fourier bidimensionale di |k| é −1/2π|r|3.
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a. Confronto con l’ OCP in 3D

Nel caso dell’ OCP in 3D interagente con un potenziale 1/|R| si trova che S(K) non
è singolare in K = 0 ed il risultato (4.70) è la relazione di Stillinger-Lovett (una
derivazione analoga è data da Martin nella sottosezione II.D.1 di Ref. [11]).

In questo caso data l’ analiticità di S(K) in K = 0 non è possibile dedurre la
presenza di termini algebrici nello sviluppo a grandi |R| di S(|R|), come avevamo
fatto per l’ OCP in 2D.

Alastuey e Martin [10] hanno dimostrato che nella classe di sistemi di cariche con-
finate in uno spazio ν−dimensionale (ν = 2 o 3) ed interagenti con potenziali alge-
brici, il caso Coulombiano con le linee di forza confinate nel sistema ν−dimensionale
gioca un roulo eccezionale: tale tipo di potenziale rende compatibile con la struttura
delle BGY, una legge di decadimento a zero delle f.c.t. per grandi separazioni tra le
cariche, più veloce di una qualunque potenza inversa delle separazioni.

La ragione fondamentale per cui si verifica questa situazione risiede nel fatto che
per tali sistemi (l’ OCP in 3D con potenziale d’ interazione 1/|R| e l’ OCP in 2D
con potenziale d’ interazione − ln(r/ro)) l’ equazione di Poisson è una equazione
differenziale locale che impone al campo (in eccesso) un decadimento più lento di
quello della densità di carica (in eccesso) quando quest’ ultimo sia algebrico. Martin
dimostra che tale condizione è incompatibile con quella che si ottiene dal confronto
degli andamenti asintotici dei vari termini delle BGY.

Ad esempio in 3D abbiamo la seguente situazione. L’ equazione di Poisson si
scrive:

∇RE(|R||0) =
1

|R|2
d

d|R| [|R|
2E(|R||0)] = 4πeρS(|R|) . (4.72)

La BGY proiettata lungo R si scrive:

(βe2)−1 d

d|R|ρ[S(|R|)− δ(R)] = ρE(|R||0) +W (R) , (4.73)

dove W (R) è una opportuna combinazione di f.c.t. a 2 ed a 3 corpi.
Assumiamo per S(|R|) un andamento asintotico per |R| → ∞ del tipo A/|R|p +

o(1/|R|p) per qualche p > 3.

• Integrando l’ equazione di Poisson (4.72) e sfruttando la regola di somma
di carica

∫

dRS(|R|) = 0 troviamo che E(|R||O) deve avere un andamento
asintotico ∝ A/|R|p−1 + o(1/|R|p−1) per |R| → ∞.

• Assumendo una opportuna limitazione sulla f.c.t. a 3 punti (vedi l’ ipotesi (iii)
della proposizione 1 a pagina 116 o l’ ipotesi (ii) della proposizione 1 di Ref.
[10]) si trova che W (R) è trascurabile rispetto ad E(|R||O) a grandi |R|.

Questi due risultati sono inconsistenti con la struttura delle BGY. Infatti integrando
la BGY (4.73) tra |R| ed ∞ per |R| → ∞ ricaviamo che S(|R|) deve avere un
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andamento asintotico ∝ A/|R|p−2 + o(1/|R|p−2) per |R| → ∞. Ricordandoci l’
ipotesi iniziale sul decadimento della S(|R|), questo porta a concludere A = 0. Cioè
è vietato assumere per S(|R|) un decadimento del tipi potenza inversa di |R| per
|R| → ∞.

Alastuey e Martin in realtà dimostrano una proposizione ancora più forte ( propo-
sizione 2 in [10]) per la quale il decadimento deve essere più veloce di una qualunque
potenza inversa quando si assume: (i) un decadimento monotono all’ infinito per
S(|R|) e (ii) si utilizza una ragionevole limitazione sulla funzione a tre punti. In
entrambi i casi l’ ipotesi di monotonicità gioca un ruolo essenziale e non si può es-
cludere un decadimento oscillante perchè in tal caso il campo e la densità di carica
sarebbero dello stesso ordine ad infinito. Tutto il ragionamento è generalizzabile alle
funzioni di correlazione ad un numero di punti maggiore di due (vedi proposizione
4 in [10]).

Nella sottosezione 4.4.2 a pagina 115 ripeteremo questo tipo di ragionamento per
un LEG nel limite d→ 0, cioè continuo lungo ẑ.

b. Il modello idrodinamico di Fetter

Abbiamo trovato che in un OCP in 2D con potenziale di interazione 1/r la trasfor-
mata di Fourier del fattore di struttura S(r) deve decadere a zero come o piu lenta-
mente di 1/r3 per r grande. Questo risultato è in accordo col modello elettro-
idrodinamico usato da Fetter [16] per studiare tale sistema che nel caso statico
coincide con l’ approssimazione di Debye-Hückel (vedi sottosezione 5.2.1 in [112]).

Per confrontare i risultati di Alastuey e Martin col modello di Fetter è utile
la seguente rilettura elettrostatica delle varie funzioni di correlazione introdotte.
Diremo che l’ espressione ρ[g(r)− 1] rappresenta la variazione nella densità superfi-
ciale in numero di elettroni, dal suo valore medio ρ, che si forma come schermo
elettrostatico alla carica del fluido fissata sull’ origine. Interpretiamo quindi la
ρe(r)/ρ = ρT (r)/ρ + 1 = ρ(g(r) − 1) + δ(r) come la densità in numero di elet-
troni sul piano, totale: composta da quella del sistema elettronico senza la carica
fissata sull’ origine ρg(r), da quella del fondo neutralizzante −ρ e dalla carica fissata
sull’ origine δ(r). La regola di somma di carica sulla ρe(r) (

∫

drρe(r) = 0) si rilegge
come la condizione per cui la nuvola di carica schermante ρ(g(r)− 1) controbilancia
esattamente la carica fissata sull’ origine.

Fetter combina l’ equazione di Poisson per il potenziale in eccesso (4.54):

φe(k, z) =
2πρ

k
e−k|z|

[

ρT (k)

ρ
+ 1

]

,

con l’ equazione di Eulero per il sistema statico. Quest’ ultima si ottiene dalla BGY
in (4.55) trascurando l’ ultimo termine del membro di destra (il termine ∆(k) in
(4.56):) 17:

(βe2)−1kρT (k) = −kρφe(k, z) . (4.74)

17Osserviamo che il termine trascurato (il secondo termine del secondo membro della (4.52))
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Risolvendo il sistema tra l’ equazione di Poisson (presa per z=0) e l’ equazione di
Eulero in ρT (k)/ρ = [S(k)− 1] si ricava 18:

1

ρ
ρT (k) = − KD

k +KD

ovvero S(k) = [1 +KD/k]
−1 , (4.75)

avendo indicato con KD l’ inverso della lunghezza di schermo di Debye per un
sistema Coulombiano bidimensionale 2πρβe2. Passando dallo spazio k allo spazio
r nella (4.75) ed indicando con J0(x) la funzione di Bessel di ordine zero, si ricava
infine 19:

1

ρ
ρT (r) = ρ[g(r)− 1] = −KD

2π

∫ ∞

0
dk

k

k +KD

J0(kr) (4.76)

= −KD

2πr
+
K2

D

2π
I(KDr, 0, 1) (4.77)

dove I(a, b, c) =
∫ ∞

0
dx

e−bx

x+ c
J0(ax) . (4.78)

Seguendo le notazioni di Fetter, abbiamo definito in (4.78) la funzione I(a, b, c) i
cui andamenti asintotici sono studiati in appendice B di [16]. La soluzione trovata
per la nuvola di carica schermante è integrabile e soddisfa la regola di somma di
carica: il suo integrale esteso a tutto il piano è −1. Cioè la carica schermante totale
controbilancia esattamente la carica fissata nell’ origine.

La densità di schermo ha i seguenti andamenti asintotici:

ρ[g(r)− 1] ∼ −KD

2πr
per KDr ≪ 1 (4.79)

ρ[g(r)− 1] ∼ − 1

2πKDr3
per KDr ≫ 1 . (4.80)

L’ andamento asintotico a grandi r rientra tra quelli previsti da Alastuey e Martin
[10] e discussi all’ inizio di questa sottosottosezione.

In questa approssimazione in cui si trascura il termine ∆(k) nelle BGY in (4.56),
ricaviamo dalle BGY cos̀ı troncate che S(k) ∼ k per k piccoli, indipendentemente
dal valore dei momenti di dipolo sul piano delle d.p.e. (è sufficiente la neutralità di
carica limk→0 S(k) = 0, che come abbiamo visto è soddisfatta dal modello).

Per ricavare il potenziale φe(r, z) è sufficiente sostituire la (4.76) nell’ equazione
di Poisson (4.54) e ritornare alle variabili spaziali. Cos̀ı facendo si trova per il

ha la stessa struttura del campo in eccesso (il primo termine del secondo membro della (4.52))

ma contiene f.c.t. di ordine superiore (ρ
(3)
T , ρ

(2)
T al posto di ρ

(2)
T , ρ

(1)
T ). Questo ci assicura che la

chiusura delle equazioni gerarchiche proposta da Fetter ha senso.
18La riscrittura in termini di S(k) mostra come l’ approssimazione che stiamo studiando si possa

ottenere prendendo come funzione di correlazione diretta cDH(k) = −KD/k.
19Nel derivare la (4.77) dalla (4.76) usiamo la proprietá

∫∞

0 dxJo(x) = 1.
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potenziale i seguenti andamenti asintotici (vedi [16]):

φe(r, 0) ∼
ρ

K2
Dr

3
per KDr ≫ 1 (4.81)

φe(0, z) ∼
ρ

KDz2
per KD|z| ≫ 1 . (4.82)

Quindi il potenziale in eccesso è anisotropo.
Tali andamenti asintotici si possono ricavare come segue:

• L’ andamento a grandi r del potenziale in eccesso sul piano, si ottiene dall’
andamento della densità di schermo (4.80) sfruttando l’ equazione di Eulero
(4.74). Riscrivendo tale equazione nello spazio r ed integrandola tra r ed ∞
si ricava infatti che:

φe(r) = − 3π

KD
ρT (r) , (4.83)

dove abbiamo sfruttato le condizioni al contorno ρT (∞) = φe(∞) = 0.

Confrontando l’ andamento asintotico (4.81) con l’ andamento asintotico (B.17)
ricavato in appendice B da uno sviluppo multipolare del potenziale in eccesso
osserviamo che la densità di carica in eccesso ha un momento di quadrupolo
M2 = −2ρ/K2

D finito ( 6= 0).

• Confrontando allo stesso modo (4.81) e (B.17) ricaviamo che la densità di
carica in eccesso ha un momento di dipolo M1 finito ( 6= 0). Dalla (4.75)
effettivamente abbiamo:

M1 =
∂

∂k
ρT (k)

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
ρ

KD
, (4.84)

Nella prossima sottosottosezione applicheremo il metodo di Alastuey e Martin al
LEG con un numero finito di piani per determinare il tipo di clustering compatibile
con le equazioni gerarchiche di equilibrio.

Nella sottosezione 4.4.2 cercheremo di capire come e perchè le cose cambiano nel
LEG con un numero infinito di piani.

Due piani

Consideriamo il caso di due piani: il piano m = 0 a z = d/2 ed il piano m = 1 a
z = −d/2. Vogliamo capire quali informazioni possiamo ricavare dalle BGY (vedi
le (4.36) con la

∑h
−h sostituita da

∑1
0) sull’ andamento asintotico di ρe(R|Q) dove

Q ≡ (0, 0,−d/2), come in figura 4.4.1 , per |r| → ∞. Dimostreremo che sotto
la debole ipotesi di clustering integrabile (e quindi considerando valida la regola di
somma di carica), o le correlazioni troncate interpiano ρT (R1, Q), o quelle intrapiano
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m=0

m=1...

......
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ẑ

0 R
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 1

..

Figura 4.1: Mostra un diagramma schematico di un LEG con Np = 2 in cui si illustra
parte della notazione utilizzata nel testo.

ρT (R0, Q), devono avere un’ andamento asintotico decrescente come o più lentamente
di 1/|r|3 per |r| → ∞.

Riscriviamo l’ equazione che si ricava per n = 2 dalle equazioni di equilibrio
gerarchiche (4.36):

(βe2)−1∇rρT (Rm, Q) = ρE‖(Rm|Q) +Wm(r) , (4.85)

dove m = 0, 1 ed abbiamo definito:

W0(r) =
∫

dr

[

r− r

|r− r|3 [ρT (R0, R0, Q) + δ(r)ρT (R0, Q)]+

+
r− r

(|r− r|2 + d2)3/2
ρT (R0, R1, Q)

]

W1(r) =
∫

dr

[

r− r

(|r− r|2 + d2)3/2
[ρT (R1, R0, Q) + δ(r)ρT (R1, Q)]+

+
r− r

|r− r|3ρT (R1, R1, Q)

]

.

Nel seguito assumeremo per le f.c.t., un decadimento integrabile all’ infinito, cioè:

|ρT (R1, . . . , Rn)| ≤ M

Dp
, (4.86)

con D = supi,j |Ri − Rj | per qualche p > 2; più avanti verranno utilizzate delle
ipotesi di clustering più specifiche.

Sfruttando le simmetrie del sistema (vedi (S1), (S2) e (S3) nella sottosezione
4.2.2) e facendo il cambiamento di variabili r−r = r′ ricaviamo le seguenti proprietà
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di simmetria per le f.c.t. a 3 punti:

ρT (R0, R0, Q)
(i)
= ρT ((o,−

d

2
), (−r′,−d

2
), (−r,−d

2
))

(ii)+(iii)
= ρT (R0, R

′
0, Q) (4.87)

ρT (R0, R1, Q)
(i)
= ρT ((o,−

d

2
), (−r′,+

d

2
), (−r,−d

2
))

(ii)+(iii)
= ρT (R0, R

′
1, Q) (4.88)

ρT (R1, R1, Q)
(i)
= ρT ((o,+

d

2
), (−r′,+

d

2
), (−r,−d

2
))

(ii)+(iii)
= ρT (R1, R

′
0, Q) (4.89)

ρT (R1, R0, Q)
(i)
= ρT ((o,+

d

2
), (−r′,−d

2
), (−r,−d

2
))

(ii)+(iii)
= ρT (R1, R

′
1, Q) , (4.90)

dove nelle ultime uguaglianze delle prime due relazioni abbiamo sfruttato l’ invar-
ianza del sistema sotto rotazioni di π attorno a ẑ e nelle ultime uguaglianze delle
ultime due relazioni abbiamo sfruttato l’ invarianza del sistema sotto la simmetria
centrale di centro O.

Sfruttando queste relazioni possiamo cos̀ı riscrivere i Wm:

W0(r) =
∫

dr′
[

r′

|r′|3 [ρT (R0, R
′
0, Q) + δ(r′)ρT (R0, Q)]+

+
r′

(|r′|2 + d2)3/2
ρT (R0, R

′
1, Q)

]

W1(r) =
∫

dr′
[

r′

(|r− r′|2 + d2)3/2
[ρT (R1, R

′
1, Q) + δ(r′)ρT (R1, Q)]+

+
r′

|r′|3ρT (R1, R
′
0, Q)

]

,

che possono essere riscritte in forma più sintetica:

Wm(r) =
1
∑

m′=0

∫

dr′F‖(R
′
m′ −Q)c(Rm, R

′
m′ , Q) , (4.91)

dove abbiamo indicato con c(R,R′, Q):

c(R′
m′ , Rm, Q) = ρT (R

′
m′ , Rm, Q) + δ(r− r′)δm,m′ρT (Rm, Q) . (4.92)

Ricordandoci la definizione di campo in eccesso (4.35), la relazione (4.23) tra
Sm(r|O) e ρT (Rm, O) e la definizione di fattore di struttura statico di ciascun piano
Sm(r) = S(Rm|Q)/ρ possiamo riscrivere le (4.85) in trasformata di Fourier rispetto
alle variabili planari 20:

(βe2)−1[Sm(k)− δm,0] = −ρv2D(k)[e−|m|kdS0(k) + e−|m−1|kdS1(k)]

+2πρ∆m(k) (4.94)

20In termini della funzione di struttura statica Sm(k|Q) avremmo trovato:

(βe2)−1[Sm(k|O)− ρδm,0] = −ρv2D(k)[e−|m|kdS0(k|O) + e−|m−1|kdS1(k|O)]

+2πρ2∆m(k) (4.93)
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dove m = 0, 1

dove v2D(k) = 2π/k, Sm(k) è la trasformata di Fourier bidimensionale di Sm(r) ed
abbiamo indicato con ∆m(k) la trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari
r di (−ik/2πρ2k2) Wm(r). Le equazioni (4.93) si possono riscrivere in forma più
esplicita nel modo seguente (ricordandoci la definizione di vettore d’ onda di Debye
KD = 2πρβe2):

(

(1 + k/KD) e−kd

e−kd (1 + k/KD)

)(

S1/k
S0/k

)

=

(

∆1

∆0 + 1/KD

)

. (4.95)

Che risolte rispetto ad Sm danno:

S0(k)

k
=

(1 + k/KD)(∆0 + 1/KD)−∆1e
−kd

(1 + k/KD)2 − e−2kd
, (4.96)

S1(k)

k
=

(1 + k/KD)(∆1)− (∆1 + 1/KD)e
−kd

(1 + k/KD)2 − e−2kd
. (4.97)

Osserviamo che, dalla regola di somma di carica (4.37), risulta:

lim
k→0

Sm(k) = 0 ∀m , (4.98)

e quindi dalle (4.93):

lim
k→0

(∆0(k) + 1/KD) = lim
k→0

∆1(k) = lim
k→0

∑1
m=0 Sm(k)

k
= L , (4.99)

da cui abbiamo anche:

L =
1

2
lim
k→0

[∆1(k) + (∆0(k) + 1/KD)] =
1

2KD

+
1

2
lim
k→0

1
∑

m=0

∆m(k) , (4.100)

e quindi dalle (4.96), (4.97):

lim
k→0

Sm(k)

k
=

L
2

∀m . (4.101)

Seguendo [10] per il caso del singolo piano dimostriamo ora che
∑1

m=0 ∆m(k) = o(1)
per k → 0 sotto opportune ipotesi di clustering sulle f.c.t..

Lemma 1 Assumiamo che: (i) per |x| grande |x| ∫ dy|ρ(x, y, Q)| ≤ M < ∞ (dove
x ed y ∈ D con D il sottospazio di R3 costituito dai due piani); (ii)la condizione
(4.86) valga per p>3 e n=2,3,4.
Allora abbiamo che:

1
∑

m=0

∆m(k) = o(1) per |k| → 0 . (4.102)
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Dimostrazione. Per l’ ipotesi (i) possiamo scambiare gli integrali nei ∆m(k) e
riscriverli in termini delle d.p.e. come:

∆m(k) = −i k

2πρ2k2

1
∑

m′=0

∫

dr′F‖(R
′
m′ −Q)

∫

dreikrc(Rm, R
′
m′ , Q) . (4.103)

Poichè dovremmo utilizzare le regole di somma multipolari che, come abbiamo
mostrato nella sezione 4.3, si esprimono in modo semplice tramite le d.p.e., è utile
riscrivere c(R,R′, Q) in termini delle d.p.e.. A questo scopo ridefiniamo c(R,R′, Q)
aggiungendogli un termine che data l’ asimmetria della forza F‖(|Rm − R′

m′ |) =
F‖(r, r

′, |m−m′|)= −F‖(r
′, r, |m−m′|), non contribuisce ai Wm

c(Rm, R
′
m′ , Q) = ρT (Rm, R

′
m′ , Q) + δm−m′,0δ(r− r′)ρT (Rm, Q)

+δm,0δ(r)ρT (R
′
m′ , Q) . (4.104)

In generale, per x, y ∈ R3 vale:

c(x, y, O) = ρT (x, y, O) + δ(x− y)ρT (x,O) + δ(x− O)ρT (y, O) =

= ρT (x|y, O)− ρρT (x|y)− ρρT (x|O) . (4.105)

Possiamo allora riscrivere l’ ultimo integrale in (4.103) in questa forma:

∫

dreikr[ρe(Rm|R′
m′ , Q)− ρρe(Rm|R′

m′)− ρρe(Rm|Q)] . (4.106)

Ci rendiamo subito conto che per la regola di somma di carica (4.37) il primo
termine dello sviluppo di Taylor per piccoli |k| di e−ikr non contribuisce a tale
termine e quindi per l’ ipotesi (i) neanche ad L, cioè:

∫

drWm(r) =
1
∑

m′=0

∫

dr′F‖(|R′
m′ −Q|)

∫

drc(Rm, R
′
m′ , Q) = 0 ∀m . (4.107)

Per determinare il contributo ad L del secondo termine dello sviluppo di Taylor
per piccoli |k| di e−ikr, cioè:

−i k

2πρ2k2

1
∑

m′=0

∫

dr′F‖(R
′
m′ −Q)

1
∑

m=0

∫

drk · rc(Rm, R
′
m′ , Q) , (4.108)

dobbiamo specificare ulteriormente il tipo di clustering del sistema. Utilizzando i
risultati della proposizione 1 di sezione 4.3 (vedi anche Ref. [120]) ricaviamo che
ammettendo secondo l’ ipotesi (ii) del lemma 1, i seguenti andamenti:

|ρT (R1, . . . , Rn)| ≤ M

Dp
(4.109)
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con D = supi,j |Ri −Rj| per qualche p > 3 ed n = 2, 3 e 4, allora oltre alle regole di
somma sulle funzioni di correlazione a 2 ed a 3 corpi è verificata la seguente regola
di somma di dipolo di ordine 2 21:

1
∑

m=0

∫

drrρe(Rm|R′, Q) = 0 , (4.110)

da cui utilizzando la (4.104) (e anche la (4.41)) è immediato ricavare la seguente
identità:

1
∑

m=0

∫

drrc(Rm, R
′, Q) = 0 . (4.111)

Abbiamo allora dimostrato come al tendere di k → 0 valga:

1
∑

m=0

∫

dreikrc(Rm, R
′
m′ , Q) = o(k) . (4.112)

Per l’ ipotesi (i) del lemma questo implica che:

1
∑

m′=0

∫

dr′F‖(R
′
m′ −Q)

1
∑

m=0

∫

dreikrc(Rm, R
′
m′ , Q) = o(k) , (4.113)

da cui segue l’ asserto del lemma.
Possiamo adesso utilizzare il lemma dimostrato per calcolare il limite L (vedi

(4.100)):

lim
k→0

1
∑

m=0

∆m(k) = 0 ⇒ L =
1

2KD
. (4.114)

Concludendo osserviamo che partendo dall’ ipotesi di clustering:

|ρT (R1, . . . , Rn)| ≤ M

Dp
, (4.115)

con D = supi,j |Ri−Rj | per qualche p > 3 ed n ≤ 4, abbiamo dimostrato sfruttando
le regole di somma di carica e di dipolo, che vale (vedi (4.101)):

ρT (k, d(m− 1

2
), Q) = ρ[Sm(k)− δm,0]

k→0−→ ρ
[L
2
|k| − ρδm,0

]

∀m . (4.116)

Da questa singolarità di ordine k per k → 0 ricaviamo [100] che ρT (Rm, Q) ha un
termine di ordine |r|−3 nel suo sviluppo asintotico intorno a |r| → ∞ 22. Questo é
in contraddizione con l’ipotesi di partenza (l’ ipotesi (ii) del lemma 1).

21Oltre a quella banale di ordine 1:
∑1

m=0

∫

drrρe(Rm|Q) = 0, vedi (4.41)
22La trasformata di Fourier bidimensionale di |k| é −1/2π|r|3.
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Abbiamo allora dimostrato che il clustering non puó essere piú veloce di |r|−3

per |r| → ∞, per almeno una tra le f.c.t. a 2, 3 e 4 corpi. Sfruttando il fatto che
le f.c.t. a 3 ed a 4 corpi, è ragionevole pensare che decadano non più lentamente di
quella a 2, concludiamo che il clustering per la funzione di correlazione troncata a
due corpi non può essere più veloce di 1/r3.

Abbiamo cos̀ı raggiunto il nostro scopo dimostrando che se assumiamo un clus-
tering integrabile, cioè |r2ρT (Rm, Q)| < M <∞ con ∀m (e se vale la debole ipotesi
(i) del lemma 1), allora ρT (Rm, Q) (e quindi Sm(r)) deve decadere per m=0 e/o
per m=1, come o più lentamente di 1/r3. Aggiungiamo inoltre che quando ∀m,
limk→0

∑1
m=0∆m(k) <∞( 6= 0), lo sviluppo asintotico a grandi |r| di Sm(r), contiene

termini∝ 1/r3, ∀m . In tal caso infatti (4.100) e (4.101) danno limk→0 Sm(k)/k <∞.

Per quanto dimostrato nella sottosottosezione 4.4.1 sappiamo che [10] se elimini-
amo il piano m = 1 allora So(r) deve decadere come o più lentamente di 1/r3; questo
fatto ci può suggerire che in presenza di entrambi i piani, il piano che necessaria-
mente deve presentare un clustering non più veloce di 1/r3, sia quello su cui è fissata
la carica (m = 0). Nel caso del singolo piano, a temperature sufficientemente alte (o
densità sufficientemente basse) perchè valga l’ approssimazione di Debye-Hückel, l’
andamento asintotico per |r| → ∞ delle correlazioni intrapiano è proprio 1/|r|3 23.

Tre piani

Analizziamo come abbiamo fatto nel caso dei due piani, un sistema composto da tre
piani (m = −1, 0,+1). Vogliamo capire le conseguenze delle BGY (vedi le (4.36)
con la

∑h
−h sostituita da

∑1
−1) sull’ andamento asintotico di ρT (R,Q) dove Q ≡

(0, 0, 0) ≡ O per |r| → ∞. Ci accorgeremo che, per quanto rigurda tale andamento,
questo sistema è del tutto identico al sistema dei due piani; la differenza principale
tra i due sistemi risiede nella maggiore simmetria di quello che ci accingiamo ad
analizzare.

Procedendo esattamente come nel caso dei due piani scriviamo le equazioni ger-
archiche in trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari:

(βe2)−1[Sm(k)− δm,0] = 2πρ∆m(k)− ρv2D(k)[e
−|m+1|kdS1(k)

+e−|m|kdS0(k) + e−|m−1|kdS1(k)] , (4.117)

m = −1, 0, 1

, dove, come al solito, abbiamo indicato con v2D(k) = 2π/k la trasformata di Fourier
del potenziale 1/r non coulombiano per un sistema bidimensionale, con Sm(k) la
trasformata di Fourier rispetto alle coordinate planari del fattore di struttura statico

23Il fattore di struttura statico S(k), di un OCP in 2D studiato in RPA [97, 4], ha un termine
di ordine dominante a grandi lunghezze d’ onda uguale a quello del fattore di struttura ricavato in
approssimazione di Debye-Hückel: [1 +KD/k]−1 dove KD = 2πβρe2 è l’ inverso della lunghezza
di schermo.
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Sm(r) = S(Rm|O)/ρ del sistema (vedi sottosezione 4.2.1) ed infine:

∆m(k) = −i k

2πρ2k2

1
∑

m′=−1

∫

dr′F‖(R
′
m′)

∫

dreikrc(Rm, R
′
m′ , Q) (4.118)

c(R′
m′ , Rm, Q) = ρT (R

′
m′ , Rm, Q) + δ(r− r′)δm,m′ρT (Rm, Q) . (4.119)

Le equazioni gerarchiche (4.117) si possono riscrivere in forma più esplicita nel modo
seguente (ricordandoci che KD = 2πρβe2):






(1 + k/KD) e−kd e−2kd

e−kd (1 + k/KD) e−kd

e−2kd e−kd (1 + k/KD)













S1/k
S0/k
S−1/k





 =







∆1

∆0 +K−1
D

∆−1





 .(4.120)

Osserviamo che, dalla regola di somma di carica (4.37), risulta:

lim
k→0

Sm(k) = 0 ∀m , (4.121)

e quindi dalle (4.117):

L = lim
k→0

∆−1(k) = lim
k→0

(∆0(k) + 1/KD) = lim
k→0

∆1(k) = lim
k→0

∑1
m=−1 Sm(k)

k
,(4.122)

da cui abbiamo anche:

L =
1

3
lim
k→0

[∆−1(k) + (∆0(k) + ρ/KD) + ∆−1(k)] =

=
1

3KD

+
1

3
lim
k→0

1
∑

m=−1

∆m(k) . (4.123)

Risolvendo il sistema (4.120) rispetto alle Sm(k) ci accorgiamo che il determi-
nante della matrice dei coefficienti ha uno sviluppo asintotico a piccoli k che inizia
con termini di ordine k2 e non lineari in k come avevamo trovato nel caso dei due
piani 24 . Nonostante questo, procedendo come per i due piani troviamo ancora che i
fattori di struttura statici parziali per ogni piano hanno un andamento proporzionale
a k nel limite di grandi lunghezze d’ onda. In particolare deve essere:

Sm(k)

k
k→0−→ αmL , (4.124)

dove gli αm sono costanti diverse da zero 25 e tali che
∑1

m=−1 αm = 1 è ancora una
costante diversa da zero (tale proprietà è indipendente dall’ aver fissato una carica

24In generale, per Np piani, tale sviluppo per k → 0 inizia da termini di ordine kNp−1.
25In particolare troviamo:

α1 = α−1 =
[1/K2

D + 3d/KD + 2d2]

3/K2
D + 8d/KD + 4d2

, α0 =
[1/K2

D + 2d/KD]

3/K2
D + 8d/KD + 4d2

. (4.125)
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sul piano centrale, avremmo ottenuto lo stesso risultato prendendo Q ≡ (0, 0,±1)
come si può facilmente intuire osservando il sistema in forma matriciale (4.120)).

Ripetendo gli argomenti usati nello studio del sistema di due piani, possiamo
concludere, allora, che, anche in questo caso, per almeno un m (-1, 0, 1), ρt(Rm, Q)
non può decrescere per |r| → ∞ più rapidamente di 1/|r|3. In altre parole anche per
un sistema di tre piani l’ unica regola di somma di multipolo che vale, è la prima,
quella di carica; la regola di somma di dipolo di ordine maggiore di uno non può
essere verificata.

Aumentando il numero di piani tale proprietà deve continuare a valere per sistemi
con Np comunque grande purchè finito (ed in assenza di condizioni al contorno
cicliche sul primo e sull’ ultimo piano). Questo fatto che vale indipendentemente
dal valore dei parametri del sistema (ρ, β e d), e pertanto anche quando i fluidi di
elettroni su i vari piani si trovano in fase di plasma, può essere spiegato osservando
come, all’ origine di tali lenti decadimenti, debbano esserci gli effetti provocati dalla
limitatezza del sistema di cariche sullo schermo eletrostatico che si forma intorno alle
cariche fissate: la mancanza di cariche oltre l’ ultimo piano e prima del primo può far
in modo che le cariche fissate abbiano, insieme alla loro nuvola di cariche schermanti,
un momento di dipolo non nullo; in tal caso la proposizione 1 ci suggerisce un lento
decadimento delle correlazioni di coppia.

4.4.2 Numero infinito di piani

Sia nel caso di due che in quello di tre piani abbiamo dimostrato come Sm(k) abbia,
per ogni m, un andamento lineare in k a piccoli k quando limk→0

∑1
m=0∆m(k) <∞ e

come presenti, quindi, una singolarità non analitica in k = 0. Nel caso dell’ OCP in
3D sappiamo che S(K) ha un comportamento analitico in K = 0 dovendo valere la
regola di somma di Stillinger e Lovett [122, 123, 11] lim|K|→0 S(K) = |K|2/4πρβe2,
che equivale alla proprietà dell’ inverso della funzione dielettrica ε−1(K) di annullarsi
nel limite di piccoli numeri d’ onda, ossia alla capacità del sistema di schermare
completamente una qualunque distribuzione di carica esterna 26.

Studieremo adesso il caso del LEG con Np = ∞ o quello, che mostreremo essere
equivalente, di un sistema con Np <∞ in cui si introducono condizioni al contorno
periodiche nella direzione ẑ, su una lunghezza L = Npd (condizioni cicliche di Born-
von Karman). Vogliamo mostrare come in questo caso sia possibile passare dal tipo
di comportamento caratteristico dell’ OCP in 2D, a quello caratteristico dell’ OCP
in 3D, quando passiamo da d→ ∞ a d→ 0 (d 6= 0).

A tale scopo analizzeremo i comportamenti delle funzioni di correlazione del
sistema suddetto, sia nello spazio K nel limite di grandi lunghezze d’ onda, che

26Nalla teoria della risposta lineare del fluido in 3D ad una carica esterna, abbiamo:

ε−1(K) = 1− 4πρβe2
S(K)

|K|2 = 1− K2
D

|K|2S(K) (4.126)

.
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nello spazio R nel limite di grandi separazioni tra le cariche.
Studiando il comportamento a piccoli numeri d’ onda della BGY che lega la

funzione di correlazione a due punti con quella a tre punti daremo una precisa inter-
pretazione fisica della sua separazione in una parte contenente solo f.c.t. a 2 punti
ed in un termine aggiuntivo ∆(K) contenente una opportuna combinazione delle
f.c.t. a 2 ed a 3 corpi; separazione che abbiamo già incontrato nello studio del LEG
con un numero finito di piani (vedi ad esempio l’ equazione (4.93)) e che diventa
naturale scrivendo le BGY in termini delle f.c.t.. Vedremo che trascurando il ter-
mine ∆(K) si ottiene per il fattore di struttura statico una espressione approssimata
che in accordo con la regola di somma f (che sarà ricavata nella sezione 4.6 dalle
equazioni dinamiche del sistema) riproduce esattamente i termini di ordine domi-
nante a piccoli |k| dei modi di eccitazione collettiva del LEG trattato in RPA (vedi
capitolo 3). Dimostreremo inoltre che quando nel sistema sono soddisfatte le regole
di somma di carica e di dipolo (vedi sezione 4.3) ∆(K) non contribuisce al termine
dominante di ordine k2 nello sviluppo asintotico a piccoli k (d finito) di S(k, 0). In
questo caso ritroviamo per il LEG di infiniti piani una regola di somma analoga
alla condizione di Stillinger-Lovett dei sistemi omogenei. Quando kz 6= 0 vedremo
che l’ operazione di trascurare il termine ∆(K) non è giustificabile da opportune re-
gole di somma e porta ad una violazione della regola di somma di elettroneutralità
del LEG. Concluderemo osservando che il termine ∆(K) deve contenere contributi
dalle correlazioni interpiano tra gli elettroni (e come vedremo nella sezione 4.6 dalle
collisioni intrapiano tra le cariche).

Nello studio del LEG con un numero infinito di piani nello spazio R abbiamo
trovato risultati esatti per il tipo di clustering soltanto nei due casi limite di d→ ∞
e d→ 0 con d 6= 0. Nel primo caso il LEG si riduce ad una serie di OCP in 2D isolati
già trattati all’ inizio della sottosezione 4.4.1. Nel secondo caso il LEG occupa tutto
lo spazio in 3D e diventa un OCP in 3D con la dinamica delle cariche vincolata a
rimanere ortogonale all’ asse ẑ. Per il clustering in questo sistema dimostreremo che
vale una proposizione simile a quella dimostrata da Alastuey e Martin in [10] che
vieta il clustering di tipo algebrico nell’ OCP in 3D omogeneo ed isotropo.

Le equazioni di equilibrio nel limite di Np = ∞
Cerchiamo adesso la relazione di equilibrio che le BGY impongono al fattore di
struttura statico del gas di elettroni stratificato S(K) =

∑Np
m e−ikzmdSm(k)

27 ;
riscriviamo per il sistema del LEG la (4.36) per n = 2 dove immaginiamo di aver
fissato una sola particella nell’ origine O (cioè Q ≡ O):

(βe2)−1∇r1ρT (R
1, O) = ρE‖(R

1|O) +

+
Np
∑

m

∫

drF‖(R
1 − Rm)[ρT (R

1, Rm, O) + δm,0δ(r)ρT (R
1, O)] . (4.127)

27Da ora in poi useremo
∑Np

m per indicare la somma presa con l’ indice m che scorre su tutti gli
Np piani del LEG. Il piano m-esimo sarà quello situato in z = md
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Prendendo la trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari r1 e ricordandoci
la definizione di campo elettrico in eccesso (4.35) e il legame tra il contributo del
pianom-esimo al fattore di strurttura statico del sistema e la funzione di correlazione
troncata a due punti (vedi (4.23) e nota 9 ), otteniamo:

(βe2)−1(Sm(k)− δm,0) = −ρv2D(k)
Np
∑

m′

e−|m−m′|kdSm′(k) + 2πρ∆m(k) . (4.128)

Dove abbiamo chiamato v2D(k) = 2π/k la trasformata di Fourier del potenziale 1/r
per un sistema bidimensionale ed abbiamo definito:

∆m(k) = −i k

2πρ2k2

Np
∑

m′

∫

dr′F‖(R
′
m′)

∫

dre−ikrc(Rm, R
′
m′) (4.129)

c(Rm, R
′
m′) = ρT (Rm, R

′
m′, O) + δm−m′,0δ(r− r′)ρT (Rm, O) . (4.130)

Nello scrivere ∆m(k) dalla (4.130) abbiamo usato le simmetrie del sistema ed il
cambiamento di variabili m − m1 = m′ e r − r1 = r′, per riscrivere le funzioni di
correlazione nel modo seguente: ρ(R1, Rm, O) = ρ(O,−R′

m′ ,−R1) = ρ(R1, R′
m′ , O).

Possiamo naturalmente ridefinire c(R,R′) come:

c(Rm, R
′
m′) = [ρT (Rm, R

′
m′, O) + δm−m′,0δ(r− r′)ρT (Rm, O)] +

+δm,0δ(r)ρT (R
′
m′ , O) , (4.131)

infatti per la proprietà F‖(|Rm − R′
m′ |) = F‖(r, r

′, |m−m′|) = −F‖(r
′, r, |m−m′|)

e le simmetrie del sistema, il termine aggiunto non contribuisce a ∆m. Questo è
utile perchè ci permette di ricavare facilmente la seguente riscrittura di c(R,R′) in
termini delle d.p.e. (attraverso le quali vengono facilmente espresse varie regole di
somma):

c(Rm, R
′
m′) = ρe(Rm|R′

m′ , O)− ρρe(Rm|R′
m′)− ρρe(Rm|O) . (4.132)

Tornando alla (4.128) con Np = ∞ è importante osservare come adesso, a dif-
ferenza di quanto abbiamo fatto per il caso di due e tre piani, non siamo più au-
torizzati a passare attraverso la sommatoria infinita del primo termine del secondo
membro quando prendiamo il limite k → 0 di tale equazione. Questa differenza,
tra il sistema con Np < ∞ e quello con Np = ∞, risulterà evidente se riusciamo a
deconvolvere la sommatoria rispetto agli indici di piano; a tale scopo prendiamo la
trasformata di Fourier anche lungo ẑ della (4.128) che, nel LEG, dove la dinamica
delle particelle è vincolata sui vari piani, equivale ad applicare alla (4.128) l’ op-
eratore

∑

m e
−ikzmd . . .. Questa operazione si può compiere in due modi diversi che

portano però allo stesso risultato:

a. Limite termodinamico sul numero dei piani.
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Consideriamo la (4.128) valida per il sistema finito di Np piani. Applichiamo
ad entrambi i membri l’ operatore

∑Np

m e−ikzmd, scambiamo le sommatorie finite nel
primo e nel secondo termine del membro di destra e successivamente prendiamo il
limite di Np → ∞ con d = L/Np costante finita diversa da zero (T-limNP

). Si ottiene
cos̀ı:

(βe2)−1(S(K)− 1) = −ρ
∞
∑

m=−∞
v2D(k)Γm(k, kz)Sm(k) + 2πρ∆(k, kz) , (4.133)

dove abbiamo definito (vedi (4.129)):

∆(K) = T− limNp





Np
∑

m

e−ikzmd∆m(k)



 (4.134)

= −i k

2πρ2k2

∞
∑

m′=−∞

∫

dr′F‖(R
′
m′)[

∞
∑

m=−∞
e−ikzmd

∫

dre−ikrc(Rm, Rm′)] .

Infine abbiamo definito:

Γ(K; z) =
∞
∑

m=−∞
e−ikzdme−k|md−z| =

sinh(k(d− z)) + e−ikzd sinh(kz)

cosh(kd)− cos(kzd)
, (4.135)

Γm(K) ≡ Γm(k, kz) ≡ Γ(K;md) . (4.136)

Riconosciamo (vedi equazione (3.139)) allora in v2D(k)Γ(K; z) la trasformata di
Fourier tridimensionale del potenziale dovuto ad una carica puntiforme di carica
unitaria inserita nel LEG a r = 0 e z = z (cioè v(R) =

∑Np

m δ(z−md)1/(r2+(md−
z)2)−1/2); data la periodicità di Γ(K, z) in z si può restringere z all’ intervallo [0, d[.

Nella (4.128) siamo riusciti a disaccoppiare completamente i vettori k, ma i
potenziali sui vari piani rimangono accoppiati dalla sommatoria nel primo termine
del membro di destra; per disaccoppiarli usiamo la seguente identità [100, 16, 9]:

Γ(K; z) =
2k

d
e−ikzz

∑

Q
e−iQz 1

k2 + (kz +Q)2
(4.137)

Q =
2πn

d
, n intero qualunque ,

da cui ricaviamo che:

Γm(K)v2D(k) = Γ(K; 0)v2D(k)e
−ikzmd = v(K)e−ikzmd , (4.138)

dove nell’ ultimo termine ritroviamo il potenziale di singola particella v(K) usato
nel capitolo 3 per scrivere l’ Hamiltoniana del LEG 28:

v(K) = v2D(k)

(

sinh(kd)

cosh(kd)− cos(kzd)

)

. (4.139)

28Osserviamo come valgano per v(K) i seguenti limiti caratteristici del LEG:

(i) v(K)
k→∞−→ v2D(k); v(K)

d→∞−→ v2D(k)

(ii)v(K)
|K|→0−→ v3D(K)/d = 4π/(|K|2d)
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Possiamo allora riscrivere il primo termine del secondo membro della (4.133), cos̀ı:

−ρv2D(k)Γ(K; 0)
∞
∑

m=−∞
e−ikzmdSm(k) ≡ −ρv2D(k)Γ(K; 0)S(k, kz) . (4.140)

Indicando con KD = 2πρβe2 il vettore d’ onda di Debye, la (4.133) si riscrive allora
nel T-limNp

:

v(K)S(K) = 2π

(

1

KD

− S(K)

KD

+∆(k, kz)

)

. (4.141)

b. Condizioni cicliche di Born-von Karman lungo ẑ.

Imponiamo adesso le condizioni al contorno periodiche lungo ẑ su una lunghezza
L = Npd. In questo caso avremo:

v2De
−|z|k =

1

L

∑

kz

eikzz
4π

k2 + k2z
, (4.142)

dove kz include tutte le onde piane con kz = 2πn/L ed n qualunuqe intero. Appli-
cando al primo termine del secondo membro della (4.128) la trasformata

∑Np
m e−ikzmd,

e sfruttando la (4.142) si ottiene:

Np
∑

m

Np
∑

m′

e−ikz(m−m′)d[v2De
−|m−m′|kd]e−ikzm′dSm′(k) = (4.143)

=
1

L

∑

k′z

Np
∑

m

Np
∑

m′

[

ei(k
′

z−kz)(m−m′)d 4π

k2 + k′z
2

]

e−ikzm′dSm′(k) (4.144)

=
1

L

∑

k′z





Np
∑

m

ei(k
′

z−kz)md



S(k, k′z)
4π

k2 + k′z
2 , (4.145)

dove k′z = (2π/L)p con p intero ed abbiamo usato S(k, kz) ≡ ∑Np

m e−ikzmd Sm(k).
La somma su m tra parentesi quadrate è diversa da zero solo se k′z − kz è un vettore
del reticolo reciproco Q = (2π/d)q con q intero (nel qual caso vale esattamente Np),
inoltredalla definizione del fattore di struttura statico risulta S(k, kz+Q) = S(k, kz)
per un generico vettore del reticolo reciproco Q. Allora dalla (4.145) ricaviamo:

(4.145) =
Np

L

∑

Q

∑

k′z

δk′z,k′zS(k, k
′
z)

4π

k2 + k′z
2 (4.146)

=
4π

d





∑

Q

1

k2 + (kz +Q)2



S(k, kz) (4.147)

= v2D(k)Γ(K; 0)S(k, kz) , (4.148)
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dove nell’ ultimo passaggio abbiamo usato la (4.137). Chiaramente (4.148)ci riporta
alla (4.141).

È noto che i sistemi fisici reali consistono di un numero finito di piani ed hanno
pertanto piani-liberi al contorno, ossia piani su cui non è imposta alcuna speciale
condizione. Quanto appena dimostrato ci autorizza, comunque, ad utilizzare, in-
differentemente, il caso più realistico del sistema con piani-liberi al contorno nel
limite termodinamico sul numero di piani, o quello, arificiale, ma più conveniente
matematicamente [9], in cui si immagina il primo piano coincidente con l’ ultimo
[104].

Per tornare, infine, alla differenza tra il LEG con infiniti piani e quello con un
numero finito di piani, possiamo, ad esempio, osservare come per kz = 0 si ricavi
dalla (4.141):

lim
k→0

4π

d

[

S(k, 0)

k2

]

=
2π

KD
+ lim

k→0
2π[∆(k, 0)− S(k, 0)] . (4.149)

L’ analoga espressione per un sistema composto da un numero finito Np di piani,
che è stata utilizzata nello studio del LEG a due ed a tre piani, risulta:

lim
k→0

2πNp

[

S(k, 0)

k

]

=
2π

KD

+ lim
k→0

2π[∆(k, 0)− S(k, 0)] . (4.150)

Concludiamo osservando che la (4.149) sarà utilizzata nella prossima sezione per
determinare la regola di somma di Stillinger-Lovett per il LEG con infiniti piani.

Limite di grandi lunghezze d’ onda

Vedremo adesso, quali informazioni possiamo ricavare dalla (4.141), sull’ andamento
asintotico della S(K) a grandi lunghezze d’ onda. In particolare analizzeremo la
(4.141) a grandi lunghezze d’ onda nei due regimi in cui kd ≪ 1 o in cui kd≫ 1.

Nel caso in cui kd ≪ 1 studieremo i due casi kz = 0 con k → 0 e kz 6= 0 con
k → 0 prima e kz piccolo dopo e riusciremo ad isolare da S(K) rispettivamente il
contributo del plasmone ottico e di quello acustico caratteristici del LEG trattato
in RPA (vedi tabella 3.1 nel capitolo 3).

Questo tipo di andamenti asintotici della funzione di struttura statica del sistema
sono previsti dalla regola di somma f, che per il LEG classico, con una funzione di
struttura dinamica S(K;ω), si scrive (vedi l’ analisi sulla dinamica del sistema nella
sezione 4.6):

∫ ∞

−∞

dω

2π
ω2S(K;ω) =

k2

βm
. (4.151)

Quando possiamo assumere che la (4.151) è soddisfatta a piccoli k dalla sola ecci-
tazione del plasmone ωo(K) e cioè che S(K;ω) si può approssimare in questo limite
con:

S(K;ω) = πS(K)[δ(ω − ωo(K)) + δ(ω + ωo(K))]. (4.152)
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Come sappiamo questa approssimazione (che esprime l’ assenza di smorzamento e
quindi la conservazione delle correnti sui vari piani, per k → 0; e se considerata valida
ad ogni k costituisce quella che viene chiamata la approssimazione di singolo modo,
SMA) è giustificata nel LEG quantistico (vedi Ref. [7]) dove gli effetti di scattering
multiplo (che coinvolgono più di una coppia elettrone-buca e contribuiscono alla
regola di somma f ad ordini ∝ k4) [94] sui piani ed i plasmoni di energia maggiore
di quelli previsti dall’ RPA [89] non sono rilevanti agli ordini più bassi in k per k
piccolo.

Nel caso del LEG classico tale approssimazione è corretta solo nel caso kz = 0
con kd ≪ 1. In questo caso ci aspettiamo dallo studio delle eccitazioni collettive nel
LEG in RPA (vedi capitolo 3) un plasmone ottico con un termine dominante nel
limite di piccoli k costante in k, e quindi di un ordine superiore rispetto alla costante
di smorzamento collisionale del plasmone (la larghezza di riga γc dell’ eccitazione
di plasma discussa nella sezione 3.3) 29 che come sappiamo è ∝ k per k → 0.
Nel regime in cui kd ≪ 1 gli effetti delle collisioni elettrone-elettrone diventano
importanti quando kz 6= 0. In tal caso infatti γc ed il plasmone acustico sono dello
stesso ordine a piccoli k [98, 124].

Isolando i termini dei plasmoni previsti dall’ RPA, in S(K), vedremo come la
correzione a tali termini, che contiene, inevitabilmente, i contributi delle funzioni
di correlazione a tre corpi (ed è costituita essenzialmente dalla ∆(K) definita in
(4.134)), si annulli, nel caso di kz = 0 e k → 0, se supponiamo valide le regole di
somma di carica e di dipolo sulle d.p.e. a due ed a tre corpi.

In sezione 4.6 ci accorgeremo però, che appena il vettore d’ onda K ha una
componente ortogonale ai piani finita, tale correzione, in cui sono nascosti gli ac-
coppiamenti multipolari tra gli elettroni in piani diversi, ci suggerisce l’ esistenza
di eccitazioni a frequenza diversa dei comuni plasmoni acustici previsti dall’ RPA.
In sezione 4.6 dimostreremo che in questo caso i plasmoni dell’ RPA insieme alle
eccitazioni collisionali ed alle eccitazioni di singola particella non sono sufficienti a
soddisfare contemporaneamente la regola di somma f (cioè il primo momento dello
spettro di dissipazione densità-densità) ed il primo momento dello spettro di dis-
sipazione corrente-corrente, agli ordini dominanti nel limite di grandi lunghezze d’
onda.

Nel caso, meno interessante, in cui kd ≫ 1 troviamo che nel limite di grandi
lunghezze d’ onda, ottenuto mandando prima d → ∞ e poi k → 0, ogni piano si
scorrela dagli altri e tende a comportarsi come un OCP in 2D isolato.

a. Il limite kd ≪ 1

Riscriviamo la (4.141) isolando il cintributo della regola di somma f, nel modo
seguente:

S(k, kz) =
k2

mβω2
o(k, kz)

+
2πe2k2∆(k, kz)

ω2
o(k, kz)

, (4.153)

29La costante di smorzamento di Landau non contribuisce agli ordini dominanti in k → 0 ∀kz
poichè come abbiamo visto in sezione 3.3 decade esponenzialmente in tale limite
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con:

ω2
o(k, kz) = ω2

p

(kd)

2

(

sinh(kd)

cosh(kd)− cos(kzd)

)

+ k2s2 (4.154)

= ω2
o + k2s2 , (4.155)

dove abbiamo chiamato ωp =
√

4πρe2/dm la frequenza di plasma di un gas di

elettroni in 3D, omogeneo, con densità ρ/d; ω2
o = (ρe2/m)k2v(K) 30 , come si

verifica facilmente ricordandosi la definizione (4.139); ed infine abbiamo indicato

con s =
√

1/βm la velocità isotermica del suono in un gas ideale classico, in parziale

accordo con il modello elettro-idrodinamico con cui Fetter affronta il LEG in [9] 31.
Nel regime kd≪ 1 valgono i seguenti sviluppi asintotici:

ωo(k → 0, kz = 0) = ωp(1 +
1

24
(kd)2 + . . .) (4.156)

ωo(k → 0, kz 6= 0) = ωpk

√

√

√

√

d2/2

1− cos(kzd)
. (4.157)

Questi mostrano come, nel limite di grandi lunghezze d’ onda, il termine ωo(K)
(4.155) isolato da S(K) abbia esattamente gli stessi andamenti asintotici previsti
dall’ RPA per il plasmone ottico ωpl(k, kz = 0) e per il plasmone acustico ωpl(k, kz 6=
0) del LEG nel regime in cui kd ≪ 1, mostrati in tabella 3.1. Il primo termine
isolato nel membro di destra di (4.153) coincide, nel limite k → 0 con la regola
di somma sulla compressibilità (3.57) quando si prende come compressibilità K del
sistema interagente, quella del sistema non interagente Ko.

Vediamo adesso quando e sotto quali condizioni, l’ ipotesi di poter trascurare,
nella (4.153), il termine contenente ∆(K), è accettabile o meno:

a. Caso kz = 0.

Vediamo quali sono le informazioni che possiamo ricavare sull’ andamento a
grandi lunghezze d’ onda del termine correttivo in (4.153) ossia della funzione ∆(K),
dalle regole di somma multipolari. Ricordandoci la definizione (4.132) per la c(R,R′)
abbiamo:

30Questa relazione di dispersione è stata trovata da Olego ed al. [106] in buono accordo con i
loro risultati sperimentali sulla frequenza di plasma come funzione di kd per due valori vicini di kz

31 Il parziale accordo deriva dal fatto che Fetter trova un’ espressione per il plasmone nel LEG
uguale alla (4.154) se mettiamo al posto di s la velocità del suono adiabatica. Un gas bidimensionale
di fermioni di massa m e spin- 12 con densità ρ, pressione p, temperatura T ed entropia S, ha
una velocità del suono isotermica s data da s2 = m−1(∂p/∂ρ)T che acquista, ad alte e basse
temperature, i valori limiti, rispettivamente,

√

1/βm e ρπh̄2/m2 = v2F /2. La velocità del suono
adiabatica sS è data analogamente da s2S = m−1(∂p/∂ρ)S e risulta sS = 2p/ρm; nei limiti di alta
temperatura s = sS/2 mentre nel limite di bassa temperatura s = sS .
Come abbiamo avuto già modo di osservare, la teoria idrodinamica (in generale ci aspettiamo il
comportamento idrodinamico nel limite di ω → 0 e k → 0) dà risultati equivalenti all’ RPA se
la compressibilità del fluido o il termine di pressione idrodinamica è scelto empiricamente; Fetter
assume come termine di pressione quello di un gas di Fermi ideale.
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(i) La regola di somma di carica sulle d.p.e. a due e tre corpi (4.37) ci dice che:

∑

m

∫

drc(Rm, R
′
m′) = 0 . (4.158)

(ii) La regola di somma di dipolo sulle d.p.e. a due e tre corpi (4.41) ci dice che:

∑

m

∫

drrc(Rm, R
′
m′) = 0 . (4.159)

(iii) Le regole di somma di carica e di dipolo insieme, ci dicono che per k → 0:

∑

m

∫

dre−ikrc(Rm, R
′
m′) =

∑

m

∫

dr[e−ikr − 1 + ikr]c(Rm, R
′
m′) = o(k) .(4.160)

Da tali proprietà, ricordandoci la definizione della ∆(K) in funzione della c(R,R′, 0)
ricaviamo che:

∆(k, 0) =
∑

m

∆m(k)
k→0−→ 0 . (4.161)

Questa proprietà ci permette di determinare per il LEG di infiniti piani una
regola di somma analoga alla condizione di Stillinger-Lovett dei sistemi omogenei
32. Dalla (4.149) sfruttando le (4.38), (4.160) ricaviamo:

lim
k→0

[

S(k, 0)

k2

]

= l2D , (4.162)

dove abbiamo indicato con lD la lunghezza di Debye definita come il rapporto della
velocità termica vte degli elettroni e della frequenza di plasma ωp del sistema tridi-

mensionale con densità equivalente ρ/d, cioè lD = vte/ωp =
√

(1/βm)(dm/4πρe2).

Chiamando Stot(r) =
∑

m Sm(r) l’ antitrasformata di S(k, 0) rispetto alle variabili
planari, ci accorgiamo allora che Stot soddisfa una regola di somma identica (a parte
per la costante moltiplicativa 2/d nel primo membro della (4.149)) a quella soddis-
fatta dalla funzione di struttura di un OCP bidimensionale con interazione tra le par-
ticelle ∝ − ln(|ri,j|/ro) (dove ro è una costante con le dimensioni di una lunghezza).
Tale regola di somma è nota sotto il nome di condizione di Stillinger-Lovett sul
secondo-momento [122, 123, 11]. La regola di somma (4.162) può essere riscritta in
altre due forme equivalenti. La prima si ricava dalla (4.162) attraverso il teorema di
convoluzione delle traformate di Fourier:

−2ρβe2

d

∫

dr′
∫

dr ln

(

|r′ − r|
ro

)

Stot(r
′) = 1 . (4.163)

32Carnie e Chan hanno generalizzato la condizione di Stillinger-Lovett sul secondo momento a
sistemi inomogenei [125, 126]; noi continueremo comunque a chiamare tale condizione, anche per
il sistema inomogeneo del LEG, come regola di somma di Stillinger-Lovett sul secondo-momento.
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Alternativamente, espandendo S(k,0) al secondo ordine in k per k piccolo ed us-
ando la simmetria cilindrica, per cui Stot(r) = Stot(r)( o anche S(k, 0) = S(k, 0)),
possiamo scrivere:

ρβe2
∫

dr|rj|2Stot(r) =
ρβe2

2

∫

dr|r|2Stot(r) = − d

2π
, j = 1, 2 . (4.164)

Dove abbiamo indicato con rj la componente cartesiana j-esima (j = 1, 2) di r.
Questa ultima riscrittura della condizione di Stillinger-Lovett giustifica la definizione
condizione di secondo-momento fornendo per il secondo-momento della Stot il valore
universale −d/2π.

Una qualunque delle equazioni (4.162)-(4.164) è equivalente alla proprietá, dell’
inverso della funzione dielettrica ε−1(k), di annullarsi nel limite di piccole lunghezze
d’ onda. Questo segue dalla ben nota relazione tra la funzione dielettrica e quella
di struttura ottenuta dalla risposta lineare di un fluido ad una debole perturbazione
esterna, che nel caso del sistema che stiamo studiando si può scrivere:

ε−1(k) = 1− 2πβe2
2

d

S(k, 0)

|k|2 . (4.165)

Possiamo osservare a questo punto come le due regole di somma di carica e di
Stillinger-Lovett, siano soggette a diverse interpretazioni fisiche: la regola di somma
di carica che, come abbiamo visto al primo capitolo, vale sotto l’ ipotesi di clustering
integrabile delle ρT , si puó interpretare come la capacità di schermo di una particella
test presa tra quelle costituenti il sistema. La condizione di Stirlinger-Lovett invece
riguarda le proprietà di schermo di cariche prova diverse dalle cariche del sistema.
Utilizzando la teoria della risposta lineare si può dimostrare come tale condizione sia
certamente soddisfatta da sistemi capaci di schermare una qualunque distribuzione
di carica esterna. Ci aspettiamo che la condizione di Stirlinger-Lovett fallisca per
quei sistemi incapaci di schermare una qualunque distribuzione di carica esterna
(vedi il caso dei due, tre piani).

b. Caso kz 6= 0

In questo caso il limite di grandi lunghezze d’ onda deve essere preso mandando
prima k → 0 e dopo kz → 0. In questo limite le regole di somma multipolari non ci
danno nessuna informazione sull’ andamento di ∆(K).

È importante osservare però che l’ approssimazione di trascurare ∆(K) in (4.153)
∀kz nel limite di k → 0 porta nel LEG classico alla violazione della regola di somma
di carica: trascurando ∆(K) e ricordandoci la (4.27), possiamo determinare ad
esempio So(k → 0):

So(k → 0) =
k2

βm

∫ −π/d

−π/d

dkz
2π/d

ω0(k, kz)
−2 (4.166)

= 1− (dωp)
2

√

(dωp)2(4s2 + (dωp)2)
+O(k2) . (4.167)
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Questo risultato mostra come So(k) violi la regola di somma di carica poichè So(k →
0) 6= 0 33 rendendo inaccettabile l’ ipotesi di poter trascurare nel limite di grandi
lunghezze d’onda il termine ∆(K) in (4.153).

Nel caso del LEG degenere possiamo assumere che la (4.151) sia soddisfatta agli
ordini dominanti in k per k piccolo dal solo contributo del plasmone (4.152). La
regola di somma di carica in questo caso non è violata se calcoliamo So(k → 0) dalla
(4.27) prendendo S(k → 0, kz) = (k2/2m)ω−1

deg(K) con ω2
deg(k, kz) dato da (4.154)

con s = (3/4)v2F . Con tale calcolo Miesenböck e Tosi [7] hanno trovato per il fattore
di struttura del singolo piano So(k) un andamento lineare in k a piccoli k del tutto
analogo a quello dell’ OCP bidimensionale con interazioni 1/r. Ricordiamo a questo
proposito che il comportamento di un OCP bidimensionale con interazioni 1/r in
approssimazione di Debye-Hückel [112] (che sarà discusso a pag. 90) è:

S2D(k → 0) =
k

2πρβe2
=

k

KD
. (4.168)

Osserviamo inoltre che studiando la dinamica del sistema troveremo che il primo
termine del secondo membro di (4.153), non è in grado, da solo, di esaurire la
regola di somma sul terzo momento della funzione di struttura dinamica rispetto
alla frequenza.

Queste osservazioni ci suggeriscono allora, in accordo con [89], che il termine
∆(K) potrebbe portare un contributo non banale agli ordini dominanti della fun-
zione di struttura statica nel limite di grandi lunghezze d’ onda, determinando cos̀ı
la nascita di modi di eccitazioni collettive, in aggiunta al plasmone acustico ωo(K)
di (4.157), sostenuti dalle interazioni tra elettroni di piani diversi (interplanari).

Osserviamo infine che per kz 6= 0, come anticipato nell’ introduzione a questa
sottosezione e come dimostreremo nella sottosezione 4.6, trascurare ∆(K) nel limite
di grandi lunghezze d’ onda in (4.153) (ossia assumere che il comportamento a grandi
lunghezze d’ onda del fattore di struttura statico si possa determinare considerando
la regola di somma f (4.151) soddisfatta esattamente a piccoli k dall’ eccitazione del
plasmone (4.152) con ωo dato da (4.154)) significa trascurare gli effetti delle collisioni
elettrone-elettrone sui piani del LEG.

b. Il limite kd ≫ 1

Poichè il potenziale generato sul generico piano m da un elettrone fissato sul
piano m = 0 è dato da v2De

−|m|kd, è chiaro che, nel regime che stiamo studiando,
ciascun piano sarà poco influenzato dalla presenza degli altri. Questo fatto è messo
bene in evidenza dal fatto che, prendendo il limite kd≫ 1 nella (4.128), la somma-
toria al secondo membro che accoppiava tra loro i diversi piani tramite il potenziale
di coppia, si disaccoppia completamente dando per ogni m:

(βe2)−1(Sm(k)− δm,0) = −ρv2D(k)Sm(k) + 2πρ∆m(k) . (4.169)

33Ricordiamo che nel LEG la condizione di elettroneutralità si scrive: ρ
∫

dr(gm(r)− 1) = −δm,0

da cui ricaviamo Sm(k)− δm,0 = ρ
∫

dr(gm(r) − 1)eikr
k→0−→ −δm,0 da cui infine Sm(k)

k→0−→ 0 ∀m.
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Per determinare da queste equazioni l’ andamento a piccoli k dei fattori di struttura
statici dei vari piani, utilizziamo la regola di somma di carica per cui Sm(k → 0) = 0,
∀m; troviamo cos̀ı:

lim
k→0

Sm(k)

k
= δm,0

1

KD
+∆m(k) . (4.170)

Dal confronto con la (4.168) ci accorgiamo che per m = 0, il primo termine del
membro di destra coincide con quello che avremmo ottenuto nello stesso limite per
la funzione di struttura statica di un OCP bidimensionale classico con interazione
1/r in approssimazione di Debye-Hückel.

Naturalmente ci aspettiamo che le correzioni dalle funzioni di correlazione a più
di due corpi in ∆m(k) si comportino nel limite di grandi lunghezze d’ onda (in cui
per rimanere nel regime di interesse siamo costretti a prendere d → ∞) come nel
caso del singolo piano per il quale vale la (4.168). Possiamo dire allora in generale
che:

∆(k)
k→0−→ C , (4.171)

dove C = 0 ad alte temperature, quando vale l’ approssimazione di Debye-Hückel
e C 6= 0 quando il piano ha un dipolo non nullo rispetto alle d.p.e. a due ed a tre
corpi (come si vede dalla (4.129) e dalla (4.132)).

Tipo di clustering compatibile con le equazioni di equilibrio

Per il LEG nel T-lim, nel T-limNp
e nel limite kd ≪ 1 abbiamo trovato che S(k, 0)

soddisfa la condizione di Stillinger-Lovett (4.162) (se ammettiamo la validità delle
regole di somma di carica e di dipolo). In tal caso data l’ analiticità di S(k, 0) in k a
k = 0 non è possibile dedurre (come avevamo precedentemente fatto nel caso di un
numero finito di piani 34) la presenza di termini algebrici nello sviluppo di Stot(r) a
grandi r.

Allo scopo di ricavare condizioni su i comportamenti asintotici degli Sm(r) a
grandi r per fissato m, compatibili con le BGY, è allora conveniente lavorare sullo
spazio diretto. A questo scopo seguiremo un procedimento analogo a quello usato da
Ph.A.Martin [10] per il caso particolare di un OCP in 3D con particelle interagenti
con potenziale Coulombiano 35. In questo caso la località dell’ equazione di Poisson
determina un decadimento a grandi |R| della componente radiale del campo più lento
di quello della densità di carica quando quest’ ultimo si supponga algebrico. Martin
dimostra che tale condizione è incompatibile con quelle che si ricavano confrontando

34Dal confronto delle (4.149) e (4.150) ricaviamo come la regola di somma di Stillinger-Lovett si
modifica passando dal LEG con un numero finito di piani a quello con un numero infinito di piani.

35La particolarità del caso Coulombiano (con le linee di forza confinate nello spazio dove è
confinata la dinamica delle cariche) risiede nel fatto che il Coulombiano è l’ unico potenziale a
lungo raggio a rendere compatibile con la struttura delle BGY, una legge di decadimento a grandi
r delle correlazioni più veloce di una qualunque potenza inversa di r.
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gli andamenti asintotici a grandi |R| dei vari termini delle BGY. Egli conclude allora
che le f.c.t a grandi |R| devono decadere più velocemente di qualunque potenza
inversa di |R| (vedi proposizione 1 in [10]).

In questa sottosottosezione applicheremo tale metodo al LEG nel T-lim nel T-
limNp

quando d → 0 (d 6= 0). In tal caso infatti a differenza del caso di d finito
qualunque, ritroviamo una equazione di Poisson locale.

Il LEG con d → ∞ si comporta come una serie di piani disaccoppiati (isolati).
Nella sottosezione 4.4.1 abbiamo visto che è possibile dimostrare da una analisi delle
BGY nello spazio dei k [10] che le funzioni di correlazione di un OCP in 2D devono
decadere per r → ∞ come o più rapidamente di 1/r3.

Il clustering in un LEG con d 6= 0 e finito sarà studiato nella prossima sot-
tosezione su un modello specifico.

Consideriamo adesso il sistema del LEG nel T-lim nel T-limNp
e con d → 0

(d 6= 0). Dimostreremo nella prossima proposizione che in tale sistema non si può
assumere che le f.c.t. a due punti ρT (r, z) tra una particella nell’ origine ed una
particella in (r, z) (siano integrabili e) decrescano come una potenza inversa di |R|
per r → ∞ e ∀z.
Proposizione 1 Assumiamo che:
(i) il LEG abbia una spaziatura tra i piani d → 0 ma non nulla; (ii) Per |R| → ∞
ρT (r, z) = A/|R|p + o (1/|R|p), ∀z; (iii) Per |R| sufficientemente grande prendiamo
36 |ρT (R,R′, O)| ≤ M(t)|ρT (R)| con t = min(|R − R′|, |R′|) e limt→∞ M(t) = 0.
Allora A = 0 per ogni p > 3

Dimostrazione: Cominciamo con l’ osservare che per d → 0 (d 6= 0) il LEG costi-
tuisce un sistema di cariche che riempie tutto lo spazio 3D. Esso è omogeneo, con
simmetria azimutale ma non isotropo. La f.c.t. a due punti è una funzione di |r| e
di z.

In tale sistema allo scopo di avere una equazione di Poisson locale è conveniente
usare piuttosto che ρT (r, z) la:

ρT tot(r) = lim
d→0

d
∞
∑

m=−∞
ρTm(r) =

∫ ∞

−∞
dzρT (r, z) . (4.172)

L’ ipotesi (ii) della proposizione impone a ρT tot il seguente andamento asintotico a
grandi r:

ρT tot(r)
r→∞−→ A

rp−1

∫ ∞

−∞
dz

1√
1 + z2

p + o

(

∫ ∞

−∞
dz

1

|R|p
)

=

=
Acp
rp−1

+ o
(

1

rp−1

)

, (4.173)

36Questa condizione richiede che la funzione di Ursell a tre punti non decada più lentamente di
quella a due e in più prevede un suo ulteriore decadimento se portiamo all’ infinito una seconda
particella, tenendo la terza fissa nell’ origine. In appendice A di [10] è mostrato come tale limi-
tazione sia compatibile con risultati esatti noti e come sia soltanto una debole forma di limitazione
indicata dalle espansioni perturbative (vedi espansioni in cluster [127]).
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dove cp =
∫∞
−∞ dx 1√

1+x2
p <∞ (p > 2).

In modo analogo definiamo Etot(r) =
∫∞
−∞ dzE(r, z|O) e φtot(r) =

∫∞
−∞ dzφ(r, z).

Integrando l’ equazione di equilibrio (4.127) su z1 da −∞ a ∞ si ottiene lungo r̂:

(βe2)−1dρT tot(r)

dr
= ρEtot(r) +

∫ ∞

−∞
dz

r

(r2 + z2)3/2
ρT (r, z) +

∫ ∞

−∞
dz
∫ ∞

−∞
dz′

∫

dr′F‖(R −R′)ρT (R,R
′, O) . (4.174)

L’ equazione di Poisson in trasformata di Fourier tra φtot(k) e ρT tot(k, z) si scrive
allora 37:

φtot(k) =
∫

φ(k, z)dz =
∫

dz
∫

dz′v2D(k)e
−|z−z′|k[ρT (k, z

′) + δ(z′)ρ] , (4.177)

da cui:

k2φtot(k) = 4π[
∫

dz′ρT tot(k, z
′) + ρ] ≡ 4πCtot(k) , (4.178)

ovvero:

∇2
rφtot(r) = −4πCtot(r) , (4.179)

che per la simmetria azzimutale del problema si riscrive:

−1

r

∂

∂r
(r
∂

∂r
φtot(r)) =

1

r

∂

∂r
(rEtot(r)) = 4πCtot(r). (4.180)

Integrando tale equazione si ricava per r 6= 0:

Etot(r) =
4π

r

∫ r

0
[ρT tot(r) + δ(r)ρ]rdr − 2π

r

∫ ∞

r
ρT tot(r)rdr (4.181)

r→∞−→ 2π

p− 3

M

rp−2
+ o

(

1

rp−2

)

, (4.182)

dove abbiamo usato la (4.173) e la regola di somma di carica (sicuramente valida
per l’ ipotesi (ii)). Ricaviamo allora che:

Etot(r) = − 4π

p− 3

M

rp−2
+ o

(

1

rp−2

)

. (4.183)

37 Per d finito qualunque avremmo avuto:

φm(k) =
∑

m′

e−|m−m′|kd 2π

k
[ρTm′(k) + δm′,0ρ] , (4.175)

prendendo la somma
∑∞

m=−∞ e scambiando nel secondo membro di destra le sommatorie:

k tanh(
kd

2
)φtot(k) = 2π[ρT tot(k) + ρ] = 2πCtot(k) , (4.176)

dove la presenza della tanh rende non locale l’ equazione riscritta nello spazio r
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Per l’ ipotesi (ii) e dalla (4.173) il membro di sinistra di (4.174) è:

dρT tot(r)

dr
= O

(

1

rp

)

. (4.184)

Il secondo termine del membro di destra è naturalmente:

|
∫ ∞

−∞
dz

r

(r2 + z2)3/2
ρT (r, z)| ≤

ρT tot(r)

r2
= O

(

1

rp+1

)

. (4.185)

Come mostrato in appendice D 38 l’ ultimo termine sotto la condizione (iii) è:

∫ ∞

−∞
dz
∫ ∞

−∞
dz′

∫

dr′F‖(R− R′)ρT (R,R
′, O) = o

(

1

rp−2

)

. (4.187)

Inserendo questi andamenti nella (1.70) ricaviamo allora:

o
(

1

rp−2

)

=
4π

p− 3

Acp
rp−2

, (4.188)

da cui rivaviamo la tesi A = 0.
È importante osservare che la proposizione appena dimostrata non vieta un an-

damento asintotico delle f.c.t. di tipo oscillante (nel qual caso il campo φtot e la
densità di carica Ctot avrebbero lo stesso ordine all’ infinito) 39. Essa può inoltre
essere generalizzata a f.c.t. a più di due punti come e’ mostrato in Ref. [10] nel
caso di un OCP in 3D omogeneo ed isotropo. Per d finito il metodo usato nella di-
mostrazione della precedente proposizione non si può applicare poichè l’ equazione
di Poisson non è più locale (vedi nota 37). In questo caso riusciamo a determinare il
tipo di clustering soltanto di soluzioni approssimate per le funzioni di correlazione.
Una di tali approssimazioni è descritta nella prossima sottosezione.

4.4.3 Una particolare chiusura delle BGY ed il tipo di clus-

tering corrispondente

Come abbiamo fatto per il singolo piano nella sottosottosezione ’Un piano’ a pagina
90, studiamo per il LEG nel T-lim con condizioni periodiche al contorno, l’ approssi-
mazione che si ottiene per le f.c.t. a due punti quando chiudiamo la gerarchia delle
BGY trascurando in (4.133) il termine ∆(K) definito in (4.134).

Riassumiamo nei seguenti punti la situazione generale.

38In appendice si dimostra la formula più generale valida per d finito:

∑

m,m′

∫

dr′Fr(Rm −R′
m′)ρT (Rm, R′

m′ , O) = o

(

1

rp−2

)

. (4.186)

39Mentre è possibile estendere la dimostrazione al caso in cui sostituiamo l’ ipotesi (ii) con l’
ipotesi più debole di un decadimento monotono a zero delle ρTm(r) per |Rm| → ∞ (vedi Ref. [10]).
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• Nel caso del singolo piano tale approssimazione porta all’ espressione per la
g(r) in approssimazione di Debye-Hückel (4.76) (vedi sottosezione5.2.1 in Ref.
[112]) che coincide con quella trovata da Fetter [16] attraverso un modello
elettro-idrodinamico dell’ OCP in 2D. Tale espressione ha un decadimento al-
gebrico ∝ 1/r3 a grandi r in accordo con le condizioni “esatte” previste da
Alastuey e Martin in [10] e discusse all’ inizio della stessa sottosottosezione.
Abbiamo Interpretato ρ(g(r)− 1) come la variazione nella densità superficiale
in numero di elettroni, dal suo valore medio ρ, che si forma come schermo
elettrostatico alla carica del fluido fissata sull’ origine. In accordo con Fetter
abbiamo trovato che il potenziale generato dalla densità di carica in eccesso
ρe(r) = ρ(g(r)− 1) + δ(r) ha un comportamento anisotropo: varia asintotica-
mente ∝ 1/z2 lungo ẑ e ∝ 1/r3 sul piano (x,y).

• Nel caso del LEG dimostreremo che tale approssimazione coincide con quella
ottenuta da Fetter [9] (vedi le equazioni (4.191) e (4.193)) attraverso un mod-
ello idrodinamico del LEG. Con tale approssimazione riusciamo a dare i com-
portamenti asintotici della f.c.t. ρTm(r), tra una carica nell’ origine ed una
carica in (r, md) lungo l’ asse ẑ (cioè per md ≫ r) e sul piano xy (cioè per
md ≪ r). Il clustering sul piano risulta in accordo con la proposizione 1 in
sottosottosezione ’Tipo di clustering compatibile con le equazioni di equilibrio’
a pagina 115.

Questi risultati mostrano che le informazioni date dalle funzioni di correlazione
statiche a tre ed a più punti non sono necessarie per costruire approssimazioni per le
funzioni di correlazione a due punti che rispettino le condizioni esatte (cioè ricavate
immaginando di conoscere l’ intero vettore delle distribuzioni ridotte del sistema) sul
tipo di clustering di cui disponiamo. È importante ricordare che questo fatto diventa
falso se studiamo ad esempio la dinamica di un OCP in 3D classico. In questo caso
Martin (vedi sottosezione IV.B.1 in Ref. [11]) ha mostrato [13] attraverso un det-
tagliato studio dell’ espansione a piccoli tempi della funzione di struttura dinamica,
che S(K; t) non è mai analitica in k = 0 quando t 6= 0. Questo è qualitativamente
diverso dalle previsioni della teoria di campo medio (approssimazione di Vlasov) che
dà un S(K; t) analitico in K. Da questo punto di vista l’ effetto delle correlazioni a
tre ed a più punti non può essere trascurato.

Il modello idrodinamico di Fetter

Consideriamo un LEG con Np = (L/d) e condizioni periodiche al contorno nella
direzione ẑ su una distanza L. Seguendo lo stesso schema utilizzato nel caso del
singolo piano trascuriamo nelle (4.127) l’ ultimo termine del membro di destra con-
tenente una combinazione di ρT

(3) e di ρT
(2). Cos̀ı facendo la BGY (4.127) con-

tiene solo f.c.t. a 2 punti ed in particolare lega il gradiente rispetto ad r della
ρTm(r) = ρT (Rm, O) con il gradiente rispetto ad r del potenziale φ(r, z) generato
dalle densità di particelle in eccesso a due punti (di cui uno fissato nell’ origine O sul
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piano m = 0) di ciascun piano. Combiniamo la trasformata di Fourier rispetto ad r1
dell’ equazione della gerarchia BGY di ordine n = 2 cos̀ı troncata, con l’ equazione
di Poisson per il potenziale φ(r, z), nel seguente sistema:

{

ρ−1s2kρTm(k) = em−1kφ(k,md)
(

d2

dz2
− k2

)

φ(k, z) = 4π(ρext(k) + ρin(k))
(4.189)

dove abbiamo indicato con s =
√

1/βm la velocità del suono isotermica (a differenza

di Fetter che usa quella adiabatica (vedi nota 31)) del sistema classico, ed abbiamo
indicato in accordo con le notazioni di Fetter, con ρext = −eρδ(z) la densità di
particelle esterne e con ρin(k) = −e∑m ρTm(k)δ(z − md) la denstità di particelle
indotte.

A.L.Fetter [9] ha trovato la soluzione di tale sistema:

−eρTm(r) = ρe
2πρe2d

m

1

L

∑

kz∈1oBz

∫

dk

(2π)2
keikreikzmd

× sinh(kd)

(cosh(kd)− cos(kzd))s2k2 +
2πρe2

m
k sinh(kd)

, (4.190)

dove nella sommatoria abbiamo che kz = 2πn/L con n intero e |kz| < π/d.
Fetter trova per la precedente soluzione i seguenti andamenti asintotici alla

Yukawa:

• r fisso, m→ ∞ ρTm(r) ∝
e−md/ζ1

md
, (4.191)

dove la lunghezza di schermo ζ1 = d
arcosh(1+KDd)

(con KD = 2πρe2/ms2 la costante

di schermo di Debye per un singolo piano) ha i seguenti comportamenti limite:

ζ1 ≃
{

(d/2KD)
1/2 KDd ≪ 1,

d/ ln(2KDd) KDd ≫ 1.
(4.192)

• m fisso, r → ∞ ρTm(r) ∝
e−r/ζ2

r
, (4.193)

dove la lunghezza di schermo è ζ2 = d/vo con vo la prima radice dell’ equazione
v/dKD = cot(v/2), ed ha i seguenti comportamenti limite:

ζ2 ≃
{

(d/2KD)
1/2 KDd ≪ 1,

d/π KDd ≫ 1.
(4.194)

Osserviamo che il secondo andamento asintotico (4.193) è in accordo con la propo-
sizione 1 che abbiamo dimostrato per un LEG nel T-lim nel T-limNp

con d → 0
(d 6= 0). Confrontando (4.192) e (4.194) si vede che nel caso KDd ≫ 1 lo schermo
è anisotropo. Per 1 ≪ KDd < eπ, lo schermo sul piano (x, y) è più forte di quello
lungo la normale.
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4.5 Comportamento asintotico delle correlazioni

in un LEG con piani cristallizzati

È noto che la rottura spontanea di un gruppo continuo di simmetria (come ad
esempio quello delle traslazioni spaziali) nello stato di equilibrio di un sistema a molti
corpi a temperatura diversa da zero è accompagnata in generale, dallo svilupparsi di
un ordine spaziale a lungo raggio, che si manifesta con un decadimento lento (non
esponenziale) delle correlazioni.

Questo comportamento generale (caratteristico di sistemi in qualunque dimen-
sione con interazione a corto o a lungo raggio) è una manifestazione del teorema di
Goldstone 40: il clustering non esponenziale è in generale dovuto all’ esistenza di
eccitazioni con energie piccole a piacere.

Prima di studiare come il teorema di Goldstone si manifesta nel LEG, de-
scriviamo brevemente i risultati che si conoscono sull’ OCP in 2D con interazione
v(r) ∼ 1/r tra le particelle. Come abbiamo visto nel capitolo 2 la transizione di
Wigner classica ad una fase solida è stata osservata sperimentalmente in un sis-
tema di elettroni quasi bidimensionale in accordo con le simulazioni numeriche. Ci
chiediamo allora, da un punto di vista puramente teorico, se questa fase ’solida’
bidimensionale abbia o meno un ordine cristallino a lungo raggio; ossia se nel limite
termodinamico il sistema infinito bidimensionale di elettroni abbia una densità mi-
croscopica di particelle ρ(r) =

∑

i δ(r − ri) con trasformata di Fourier ρ(k) diversa
da zero per almeno un vettore del reticolo reciproco k non nullo. Per rispondere
a questa domanda è utile capire quali restrizioni imponga sul tipo di clustering, l’
ipotesi dell’ esistenza di un ordine cristallino a lungo-raggio nell’ OCP in 2D nel
limite termodinamico, per poi confrontarle con quelle sul clustering nell’ analogo
sistema omogeneo. Se tali restrizioni sono indipendenti dai valori dei parametri ter-
modinamici del sistema ed impongono un diverso clustering al solido (con ordine a
lungo raggio) e al liquido (omogeneo) 41, allora dobbiamo concludere l’ assenza di
una transizione di fase liquido-solido.

È importante ricordare i risultati riportati nella sottosezione 4.4.1 sul tipo di
clustering compatibile con le BGY relative allo stato di equilibrio di un OCP in 2D
omogeneo: Alastuey e Martin [10] hanno trovato, che per tale sistema ρe(r|O) =
S(r|O) = ρ(ρh(r)+δ(r)) deve decadere come o più lentamente di |r|−3. Sempre nella
sottosezione 4.4.1 abbiamo mostrato che nel limite di alti T e/o basse n, o meglio
quando la approssimazione di Debye-Hückel (DHA) è una buona approssimazione,
allora SDHA(r|O) ∝ |r|−3 [112] per |r| → ∞ (inoltre dalle Ref. [4, 97] ricaviamo che
lo stesso tipo di clustering vale in RPA).

Nell’ OCP in 2D interagente con ∝ 1/r si può arrivare a dimostrare la presenza

40Per le relazioni tra il teorema di Goldstone ed il clustering di sistemi a temperature diversa da
zero con interazioni a corto raggio vedi [128] ed anche [129]. Alcuni sistemi con interazioni a lungo
raggio saranno studiati, con tale prospettiva, nella presente sezione.

41Come avviene ad esempio nel caso di un OCP in 3D con interazione 1/R o nell’ OCP in 2D
con interazione ∝ − ln r/ro [130]
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di un clustering lento (non esponenziale) in una fase che rompe spontaneamente le
trasformazioni continue sia prendendo come punto di partenza la disugualianza di
Bogoliubov sia analizzando la gerarchia BGY per le correlazioni. Gruber e Martin
[130] (vedi anche [131]) partono dalla gerarchia BBGKY sulle funzioni di corre-
lazioni che definiscono lo stato di equilibrio di un OCP in 2D nel limite termod-
inamico. Essi dimostrano che se lo stato di equilibrio ha un clustering del tipo
|ρT (r1, r2)| = O(1/|r1− r2|3+ǫ) con ǫ > 0, 42 allora lo stato di equilibrio è invariante
sotto traslazioni. Questo risultato non vieta l’ esistenza di una coesistenza tra stato
omogeneo e stato con ordine a lungo raggio (in entrambi i casi le correlazioni non
possono decadere più velocemente di |r|−3).

Questo limite inferiore è stato migliorato e probabilmente ottimizzato da Re-
quardt e Wagner [132] attraverso una estensione al potenziale 1/|r| a lungo raggio
dell’ argomento di Mermin [133, 134] per dimostrare l’ assenza della rottura di sim-
metria in un sistema di particelle classiche interagenti con potenziali a corto raggio
in 1D e 2D. Essi immaginano di rompere l’ invarianza traslazionale di un OCP in 2D
con interazione ∝ 1/r, introducendo un potenziale a un corpo, localizzante αφest(x)
con α < 0 e con picchi sui siti di un generico reticolo cristallino. Successivamente
prendono prima il limite termodinamico del sistema e poi mandano α → 0. Di-
mostrano cos̀ı attraverso la disugualianza di Mermin (o la cos̀ı detta disugualianza
di Bogoliubov) estesa al sistema di elettroni, che l’ ordine cristallino a lungo raggio è
incompatibile con un clustering del tipo |ρT (r1, r2)| = O(1/|r1− r2|1/2+ǫ) con ǫ > 0.
Questa affermazione vieta l’ esistenza di una transizione di fase liquido-solido quando
si assume che lo stato liquido abbia funzioni di correlazione troncate integrabili su
tutto il piano 43.

4.5.1 Le equazioni WLMB

Partendo dalle prime due indentità della gerarchia BGY (4.31) per il sistema finito
con Np piani di area A ricaviamo la generalizzazione dell’ equazione di Wertheim
[135], Lovett, Mou e Buff [136] per il sistema di cariche del LEG. L’ equazione
WLMB, che come vedremo è utile per lo studio di fluidi inomogenei, ha come
caratteristica particolare quella di non coinvolgere esplicitamente le forze elettrone-
elettrone; essa lega il gradiente della densità di elettroni ad un integrale della forza
esterna sulle funzioni di correlazione di coppia inter ed intrapiano più il contributo

42Più in generale

|dηρT (r1, . . . , rn)| ≤ M < ∞ con d = sup
i,j

|Ri −Rj | e η > 3 . (4.195)

43In particolare la dimostrazione di Requardt e Wagner esclude l’ esistenza di una transizione
solido-liquido ad alte temperarture; dove lo studio in RPA o DHA dello stato omogeneo impone:
g(|r|)− 1 ∝ |r|−3 a grandi |r|.)
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del contorno ∂A della superficie dei piani del LEG:

(βe2)−1∇r1

∼
ρ (R1) =

∼
E

f

‖ (R1)
∼
ρ (R1) +

∑

m

∫

A
dr

∼
E

f

‖ (R)
∼
ρT (Rm, R

1)

−(βe2)−1
∑

m

∮

∂A
n̂dl

∼
ρT (Rm, R

1) . (4.196)

Nel sistema disomogeneo che stiamo trattando il campo elettrico in R
∼
E (R) dovuto

a tutte le cariche non è nullo:
∼
E (R) =

∼
E

f
(R)+

∼
E

se
(R) (vedi (4.29)).

∼
E

se
(R) =

−∑m′

∫

A dr
′F(R − R′)

∼
ρ (R′) è la parte del campo generata dal sistema elettronico

ed
∼
E

f
(R) = −∑m′

∫

A dr
′F(R −R′)

∼
ρ
f
(R′) è la parte del campo generata dai

fondi neutralizzanti. Naturalmente se
∼
ρ
f
(R′) è costante (fondi uniformi) allora

∼
E

f
(R) = 0 Abbiamo inoltre indicato con

∮

∂A n̂dl . . . l’ integrale sul perimetro di A
(n̂ è il versore ortogonale al contorno di A).

Ricaviamo adesso la (4.196) dalla gerarchia BGY (4.31). Ricordandoci la definizione
di campo in eccesso (4.35) e ricordandoci la definizione delle f.c.t. (4.19) ed (4.20),
otteniamo per n = 2:

(βe2)−1∇r

∼
ρT (Rm, R

1) =
∼
ρ (Rm)

∼
E‖ (Rm|R1)

+ [
∼
E‖ (Rm) + F‖(Rm −R1)]

∼
ρT (Rm, R

1)

+
∑

m′

∫

A
dr′F‖(Rm − R1)

∼
ρT (Rm, R

′, R1) . (4.197)

Applicando ad entrambi i membri della precedente identità l’ operazione
∑

m

∫

A dr . . .
si ottiene:

(βe2)−1
∑

m

∮

∂A
n̂dl

∼
ρT (Rm, R

1) =
∑

m

∫

A
dr

∼
ρ (Rm)

∼
E‖ (Rm|R1)

+
∑

m

∫

A
dr[

∼
E‖ (Rm)− F‖(Rm − R1)]

∼
ρT (Rm, R

1) , (4.198)

poichè l’ integrale doppio:
∫

A
dr
∫

A
dr′F‖(Rm − R′)

∼
ρT (Rm, R

′, R1) = 0 , (4.199)

si annulla grazie all’ antisimmetria della componente planare della forza elettrone-
elettrone F(R′ − Rm) = −F‖(Rm − R′) ammettendo che la regolarizzazione di F(R)
per |R| ∼ 0 sia tale da assicurare la convergenza di (4.199) e quindi la possibilità di
scambio dei due integrali. Ricordandoci la definizione di campo in eccesso (4.35) e
quella di densità di particelle in eccesso (4.15) possiamo riscrivere il primo termine
del membro di destra della (4.198) cos̀ı:

∑

m

∫

A
dr

∼
ρ (Rm)

∼
E‖ (Rm|R1)

=
∑

m

∫

A
dr

∼
ρ (Rm)

∑

m′

∫

A
dr′F‖(Rm − R′)

∼
ρe (R

′|R1) . (4.200)
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Ammettendo ancora che la regolarizzazione di F(R) per |R| ∼ 0 sia tale da assi-
curare la convergenza di (4.200) e quindi la possibilità di scambio dei due integrali
otteniamo:

(4.200) = −
∑

m′

∫

dr′
∼
E

se

‖ (R′)
∼
ρe (R

′|R1)

= −
∑

m′

∫

dr′[
∼
E‖ (R

′)−
∼
E

b

‖ (R
′)][

∼
ρT (R′, R1)

+
∼
ρ (R1)δ(r′ − r1)δm′,m1

] , (4.201)

che sostituito in (4.198) porta a:

(βe2)−1
∑

m

∮

∂A
n̂dl

∼
ρT (Rm, R

1) =
∼
E

f

‖ (R1)
∼
ρ (R1)

+
∑

m

∫

A
dr

∼
E

f

‖ (Rm)
∼
ρT (Rm, R

1)− [
∼
E‖ (R

1)
∼
ρ (R1) (4.202)

+
∑

m

∫

A
drF‖(R

1 − Rm)
∼
ρT (Rm, R

1)] , (4.203)

è allora sufficiente osservare che grazie alla BGY (4.31) per n = 1 possiamo sostituire

i due termini tra le parentesi quadrate con (βe2)−1∇r1

∼
ρ (R1), per ottenere la WLMB

in (4.196) che si può riscrivere:

(βe2)−1∇r1

∼
ρ (R1) =

∑

m

∫

A
dr

∼
E

f

‖ (Rm)
∼
ρT (Rm|R1)

−(βe2)−1
∑

m

∮

∂A
n̂dl

∼
ρT (Rm, R

1) . (4.204)

Possiamo infine osservare come dalla derivazione formale proposta [11] risulti che la
(4.196) sia la prima di una gerarchia di equazioni di WLMB che perQ ≡ (R1, . . . , Rn)
si scrive:

(βe2)−1
n
∑

j=1

∇rj

∼
ρ (Q) =

n
∑

j=1

∼
E

f

‖ (Rj)
∼
ρ (Rj) +

∑

m

∫

A
dr

∼
E

f

‖ (Rm)
∼
ρT (Rm, Q)

−(βe2)−1
∑

m

∮

∂A
n̂dl

∼
ρT (Rm, Q) .(4.205)

4.5.2 Clustering compatibile con la rottura dell’ invarianza

traslazionale dei piani del LEG

Vogliamo determinare le restrizioni sul comportamento asintotico delle funzioni di
correlazioni inter ed intrapiano in un LEG con un numero Np < ∞ di piani (cośı
che non avremo problemi di commutatività tra le sommatorie sugli indici di piano)
di area A = R2 che nello stato di equilibrio presentano un ordine cristallino a lungo
raggio 44.

44Ossia piani che rompono spontaneamente l’ invarianza sotto il gruppo delle traslazioni spaziali
presentando ∀m una ρ(Rm) con periodicità non banale in r.
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Gli stati di equilibrio sono descritti, come al solito, dal set di funzioni di cor-
relazione ρ(R1, . . . , Rn) su R2n. Essi sono definiti come le soluzioni della gerar-
chia BGY (4.31) presa formalmente nel limite termodinamico in cui A = R2 e
∼
ρ (Rm) = ρ(Rm) e

∼
ρ
f
(Rm) = ρf costante. A differenza di come procedemmo

nella sezione 4.2.2 non imponiamo adesso nessun tipo di simmetria alle funzioni di
correlazione.

Assumiamo adesso di prendere uno stato di equilibrio del LEG del tipo appena
descritto e che possieda, inoltre, le proprietà di clustering necessarie per giustificare
rigorosamente la validità della WLMB (4.196) (ossia la sua derivazione dalle BGY)
nel limite di A→ R2 ; cioè necessarie per giustificare gli scambi di integrazione ese-
guiti in (4.199) e (4.200) nelbibtex tesi ricavare (4.196) nella precedente sottosezione.
Per tale stato di equilibrio la gerarchia WLMB (4.205) si ridurrebbe formalmente a:

n
∑

j=1

∇rjρ(R
1, . . . , Rn) = 0 , (4.206)

poichè il campo elettrico dei fondi infinitamente estesi è naturalmente ortogonale
ai piani del LEG (Ef

‖ = 0) ed inoltre è ragionevole considerare nullo il contributo

dell’ integrale sul perimetro di A 45. La (4.206) significa che tutte le funzioni di
correlazione del LEG sono invarianti sotto traslazioni parallele ai piani e quindi in
particolare anche che tutti gli Np OCP bidimensionali sono omogenei.

Le proprietà di clustering affinchè questo si verifichi sono stabilite dalla seguente
proposizione che costituisce un’ applicazione al caso del LEG della proposizione
(II.A) di Ref. [130] valida per un singolo piano del LEG e che abbiamo presentato
nell’ introduzione alla presente sezione.

Proposizione 1 Supponiamo che il LEG sia in uno stato di equilibrio in cui valgono
le seguenti proprietà di clustering:
(i)

∫

dr1
∫

dr2|ρ(R1, R2, . . . , Rn)| <∞, ∀ m1, m2, . . . , mn

(ii) |DηρT (R
1, . . . , Rn)| ≤M <∞, D = supi,j |Ri − Rj | ed η > 3

allora vale (4.206).

Dimostrazione: La condizione (i) assicura la convergenza uniforme dell’ integrale
doppio in (4.199) e quindi permette lo scambio dell’ ordine di integrazione necessario
per poterlo considerare nullo.

Lo scambio degli integrali in (4.200) si giustifica nel modo seguente. Limitiamo
l’ integrale in r ad un superficie finita A lasciando l’ integrale in r′ esteso a tutto

45Per avere limA→R2

∮

∂A
n̂dl

∼
ρT (Rm, R1) = 0 è sufficiente richiedere un clustering del tipo:

ρT (R,R1) = O

(

1

|R|1+ǫ

)

, con ǫ > 0 (4.207)
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R2. Si deve dimostrare che il limite:
∫

dr
∫

dr′F‖(Rm − R′)ρ(Rm)ρT (R
′|R1)

= lim
A→R2

∫

dr′
{∫

A
dr[F‖(Rm −R′)− F‖(Rm)]ρ(Rm)

}

ρT (R
′|R1) ,(4.208)

esiste e dà l’ espressione (4.201). Il termine aggiunto nelle parentesi graffe del sec-
ondo membro di (4.208) non contribuisce nell’ integrale in r′ di (4.208) grazie alla
regola di somma di carica (4.37) che vale sotto l’ ipotesi (ii) ed ha lo scopo di miglio-
rare la convergenza dell’ integrale in r. Dal lemma 1 e 4 di [130] 46 risulta infatti
che

∫

A→R2 dr|[F‖(Rm − R′) − F‖(Rm)]ρ(Rm)| esiste ed è O(|r′|). Questo, unito all’
ipotesi (ii) ci autorizza, grazie al teorema della convergenza dominata, a passare in
(4.208) il limA→R2 dentro l’ integrale su r′. Naturalmente deve essere:

lim
A→R2

∫

A
dr[F‖(Rm − R′)− F‖(Rm)]ρ(Rm) = −[Ese

‖ (R
′) + Ese

‖ (0)]

= −E‖(R
′) + [Ef

‖(R
′)− Ese

‖ (0)] , (4.209)

che utilizzato nella (4.208) porta, ripetendo gli stessi passaggi fatti per arrivare da
(4.201) a (4.204), alla seguente equazione:

(βe2)−1∇r1ρ(R
1) =

∑

m

∫

dr[Ef
‖(Rm)− Ese

‖ (0)]ρT (Rm|R1)

−(βe2)−1
∑

m

∮

∂(A→R2)
n̂dl

∼
ρT (Rm, R

1) , (4.210)

dove l’ integrale sul contorno di A → R2 si annulla grazie all’ ipotesi (ii); il campo
elettrico generato da fondi uniformi infinitamente estesi deve essere ortogonale ad
essi dando Ef

‖ = 0; infine per la regola di somma di carica valida grazie all’ ipotesi
(ii) la costante Ese

‖ (0) è moltiplicata per 0. Dalla (4.210) si ricava allora:

∇rρ(Rm) = 0 , ∀ m , (4.211)

ed utilizzando le equazioni successive della gerarchi WLMB (4.205) si ricava la
(4.206) ∀n.

Concludiamo osservando che anche per il LEG come per l’ OCP in 2D interagente
con potenziale ∝ 1/r , partendo dalle BGY siamo stati in grado di stabilire che, sia
nello stato di equilibrio omogeneo che, in quello con ordine cristallino, il clustering
possibile nel limte termodinamico è quello che viola la condizione

|DηρT (R
1, . . . , Rn)| ≤M <∞ , D = supi,j |Ri −Rj | , η > 3 (4.212)

∀ m1, . . . , mn .

Molto probabilmente, trattando il problema partendo dalla disuguaglianza di Bo-
goliubov è possibile migliorare tale limitazione per lo stato cristallino (come avviene
nel caso del Jellium di superficie in 2D) rallentando ulteriormente il clustering com-
patibile con la rottura di simmetria.

46Vedi anche l’ appendice C in [131].
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4.6 Dinamica

Abbiamo visto nelle precedenti sezioni, che la proprietà dell’ interazione 1/|R| di
essere a lungo raggio determina tutta una serie di condizioni che le funzioni di cor-
relazione statiche del sistema devono soddisfare. In generale anche la dinamica di
un fluido carico possiede una serie di regole di somma: quando una qualunque causa
esterna causa uno sbilanciamento di carica nel fluido, questo tende a ristabilire la
propria neutralità. È importante osservare che in generale la nuvola di carica coin-
volta in tale processo dinamico avrà multipoli in conseguenza degli effetti di inerzia
e di collisione tra le particelle. Ci aspettiamo cos̀ı che le correlazioni dipendenti dal
tempo non mostrino un clustering esponenziale nello spazio. Solo un numero limi-
tato di regole di somma rimarrà vero. Il quadro generale per le proprietà dinamiche
di un OCP in 3D è riassunto nel primo capitolo. Per il LEG classico estrarremo dalle
equazioni dinamiche BBGKY il valore dei primi due coefficienti non nulli dell’ espan-
sione a piccoli tempi della funzione di struttura dinamica (la funzione di van Hove):
calcoleremo esplicitamente il primo (la regola di somma f o regola di somma del
primo momento) ed imiteremo il secondo (regola di somma sul secondo momento)
da quello calcolato esplicitamente per il LEG degenere in Ref. [89].

Concluderemo il capitolo con un’ analisi (simile a quella svolta in Ref. [124]
per un OCP in 3D) del contributo dato a grandi lunghezze d’ onda e per kz 6= 0,
alle regole di somma sui momenti del fattore di struttura dinamico rispetto alla
frequenza, dalle eccitazioni nel LEG: le oscillazioni di plasma, le eccitazioni di singola
particella, le eccitazioni collisionali.

4.6.1 Definizioni

Indichiamo con Ri(t) ≡ (ri(t), mid) e con V
i(t) ≡ (vi(t), vz = 0), rispettivamente, la

posizione e la velocità, al tempo t, della i−esima particella (vincolata, nel suo moto,
a rimanere sul piano z = mid) soggette all’ evoluzione temporale classica. È chiaro
che nel nostro sistema, le velocità delle particelle avranno come uniche componenti
variabili non nulle le due parallele ai piani.

la funzione di correlazione carica-carica dipendente dalle posizioni e dagli impulsi
(la funzione di struttura generalizzata) che, come abbiamo visto nel capitolo 3,
giuoca un ruolo importante nella teoria della risposta lineare è definita da:

S(R, V ; t|R′, V ′) =

< N(R, V ; t)N(R′, V ′; 0) > − < N(R, V ; t) >< N(R′, V ′; 0) > . (4.213)

Nella definizione abbiamo indicato con:

N(R, V ; t) =
∑

i

δ(R− Ri(t))δ(V − V i(t)) , (4.214)

la densità microscopica di particelle al tempo t dello spazio delle fasi e con < . . . > la
media termica sulle condizioni iniziali Ri(t = 0) = Ri, V i(t = 0) = V i. Integrando
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la (4.213) sulle velocità si ottiene la funzione di struttura dinamica, comunemente
chiamata funzione di van Hove 47:

S(R; t|R′) =
∫

dv
∫

dv′S(R, V ; t|R′, V ′) . (4.215)

In seguito ometteremo, nelle funzioni di correlazione, le variabili di velocità su cui
integriamo. È importante a questo proposito che le funzioni di correlazione inte-
grate su tutte le variabili di velocità, diventano pari sotto inversione temporale o,
analogamente, essendo esse funzioni reali e pari in t, le loro componenti di Fourier
di frequenza ω devono essere reali e pari in ω.

Più in generale, introduciamo le funzioni di correlazione ρ(R, V ;R′, V ′; . . . ; t|Q)
tra un gruppo di particelle con posizioni e velocità R, V ;R′, V ′; . . . al tempo t e un
altro gruppo di particelle Q ≡ (R1, V 1; . . . ;Rn, V n) al tempo 0, date da:

ρ(R, V ;R′, V ′; . . . ; t|Q) = (4.216)

=< [N(R, V ; t)N(R′, V ′; 0) · · ·]DP [N(R1, V 1) · · ·N(Rn, V n)]DP > .

Quando Q è vuoto, le funzioni di correlazione dinamiche (4.216) diventano indipen-
denti dal tempo e si riducono alle funzioni di correlazione statiche con delle dis-
tribuzioni Maxwelliane delle velocità fattorizzate:

ρ(R, V ;R′, V ′; . . .) = ϕ(V )ϕ(V ′) · · · ρ(R,R′, . . .) (4.217)

ϕ(V ) =

(

βm

2π

)3/2

exp

(

−βm|v|2
2

)

δ(vz) . (4.218)

Dalla stazionarietà dello stato di equilibrio, indicando con P e Q due insiemi di
velocità e posizioni di due gruppi di particelle, abbiamo la seguente relazione di
simmetria:

ρ(P ; t|Q) = ρ(Q;−t|P ) . (4.219)

In termini di queste funzioni di correlazione, la funzione di struttura generalizzata
(4.213) si riscrive:

S(R, V ; t|R′, V ′) = ρ(R, V ; t|R′, V ′)− ρ(R, V )ρ(R′, V ′) = ρT (R, V ; t|R′, V ′) .(4.220)

Come generalizzazione dinamica delle d.p.e. statiche avremo:

ρT (R; t|Q) =
∫

dv[ρ(R, V ; t|Q)− ρ(R, V )ρ(Q)] =
∫

dvρT (R, V ; t|Q) . (4.221)

E si ha naturalmente:

ρT (R; 0|Q) =
(

n
∏

i=1

ϕ(V i)

)

ρT (R|R1 . . . Rn) . (4.222)

47Come abbiamo già osservato nella nota 9 della sezione 4.2.1, la funzione di van Hove è definita
come la (4.215) divisa per ρ; essa si ricava, infatti, dividendo la (4.215), per N ed integrandola su
tutte le possibili posizioni della particella in R′ che è stata invece fissata nella definizione (4.215).
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Assumeremo, come giá fatto nel caso statico, che, nel limite termodinamico in cui
i piani sono estesi all’ infinito, le funzioni di correlazione (4.216) esistano 48 e che
la loro dinamica sia governata dalle equazioni gerarchiche BBGKY rigorosamente
valide nel caso del sistema finito [15].

Per il nostro sistema di Np OCP classici bidimensionali paralleli tra loro e spaziati
di una distanza d lungo ẑ, con densitá dei fondi uniformi neutralizzanti su ciascun
piano ρf , la prima equazione della gerarchia BBGKY si scrive:

∂

∂t
ρ(Rm, V ; t|Q) = −v∇rρ(Rm, V ; t|Q)−

e2

m
E‖(Rm)∇vρ(Rm, V ; t|Q) (4.223)

−e
2

m

Np
∑

m′

∫

dr′F‖(Rm −R′
m′)∇v[ρ(Rm, V ;R

′; t|Q)− ρ(R′)ρ(Rm, V ; t|Q)] , (4.224)

dove F‖ é la componente della forza Coulombiana parallela alla superficie dei piani ed
il campo elettrico statico per unitá di carica elettrica E, dovuto a tutte le cariche del
sistema, si deve naturalmente annullare nel limite termodinamico in cui la densitá
superficiale di elettroni su ciascun piano diventa costante ρ(Rm) = ρ, ∀m ed é
soddisfatta la relazione di neutralitá locale ρ = ρf :

E(Rm) =
Np
∑

m′

∫

dr′F‖(Rm − R′
m′)[ρ(R′)− ρf ] = 0 . (4.225)

Come nel caso statico é conveniente riscrivere la (4.223) in termini delle f.c.t. e
del campo elettrico in eccesso generato dalla d.p.e. al tempo t, definito, in analogia
al caso statico:

E(Rm; t|Q) =
Np
∑

m′

∫

dr′F‖(Rm − R′
m′)ρT (R

′; t|Q) . (4.226)

Le funzioni di correlazione troncate rispetto alle particelle (R, V ), (R′, V ′) e l’ insieme
Q sono definite come in (4.19) e (4.20). Le equazioni (4.223) diventano:

∂

∂t
ρT (Rm, V ; t|Q) = −v∇rρT (Rm, V ; t|Q)− (βe2)ρϕ(V )vEr(Rm; t|Q) (4.227)

−e
2

m

Np
∑

m′

∫

dr′F‖(Rm −R′
m′)∇v[ρ(Rm, V ;R

′; t|Q)− ρ(R′)ρ(Rm, V ; t|Q)] , (4.228)

dove abbiamo anche sfruttato come nel caso di OCP omogenei sui piani valga
ρ(Rm, V ) = ϕ(V )ρ.

48L’ esistenza delle funzioni di correlazione dinamiche, nel limite termodinamico , é stata di-
mostrata, rispetto all’ esistenza delle correlazioni statiche, per un numero di sistemi molto piú
piccolo. Un esempio é rappresentato dal gas Coulombiano in 1D.
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4.6.2 Comportamento a piccoli tempi

Adesso che abbiamo definito gli oggetti di maggior interesse per studiare la dinamica
del sistema, cerchiamo di trovare, come abbiamo fatto nel caso statico, una serie di
valori limite, condizioni al contorno e regole di somma. Iniziamo mettendo in evi-
denza la dipendenza del comportamento a piccoli tempi delle funzioni di correlazione
dipendenti dal tempo, dalle proprietá statiche del sistema.

Un primo esempio di questo fatto é costituito dalla relazione tra il fattore di
struttura dinamico e quello statico:

S(K; t = 0|O) = S(K|O) , o anche
∫ ∞

−∞

dω

2π
S(K;ω|O) = S(K|O) , (4.229)

dove abbiamo fissato una particella nell’ origine O. Piú in generale ci si convince
facilmente del fatto che iterando piú volte le (4.227), possiamo esprimere 49 , in
termini delle correlazioni statiche, i coefficienti dell’ espansione di Taylor a piccoli
tempi di S(K, V ; t|O) 50:

S(K, V ; t|O, V ′) =
∞
∑

n=0

tn

n!
an(K, V, V

′) , (4.230)

coefficienti a cui spesso ci si riferisce come momenti, rispetto alla frequenza, di
S(K, V ;ω|O, V ′), essendo anche:

∫ ∞

−∞

dω

2π
(−iω)nS(K, V ;ω|O, V ′) = an(K, V, V

′) =
∂S(K, V ; t|0, V ′)

∂tn

∣

∣

∣

∣

∣

t=o

.(4.231)

Naturalmente integrando gli an(K, V, V
′) su tutte le variabili di velocitá troviamo,

dalla, (4.229), che a0(K) = S(K|O) e dal commento all’ equazione (4.215) risulta
che an(K) = 0 per n dispari.

Ci proponiamo adesso di ricavare a2(K) mostrando che la sua espressione, piú
comunemente nota come regola di somma f, non é altro che una riscrittura della
conservazione del numero di particelle su ogni piano. Infine daremo l’ espressione
per a4, la regola di somma sul quarto momento di S, e mostreremo, seguendo [89], che
essa fornisce evidenze per l’ esistenza di eccitazioni collettive di frequenza superiore
a quella dei comuni modi acustici del plasmone del LEG quando il vettore d’ onda
ha una componente, ortogonale ai piani, non nulla e le correlazioni interpiano, a
corto raggio, portano un contributo specifico ad a4.

Regola di somma f.

49Le espressioni, che come é noto diventano, al crescere di n, rapidamente complicate e composte
da inaccessibili funzioni di correlazione a più corpi, sono state ricavate, in letteratura, per un OCP
classico in 3D, fino all’ ordine n = 6 (vedi (4.230)) e si possono trovare riassunte nella sezione 4
della rassegna di Baus ed Hansen [112].

50Avremo che a4 si riscrive tramite la funzione di correlazione di coppia, a6 tramite la funzione
di correlazione a tre punti, ecc. . ..
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Integrando sulle variabili di velocitá l’ equazione (4.227), si ottiene l’ equazione
di continuitá per il LEG 51:

∂

∂t
ρT (Rm; t|Q) +∇r

∫

dvvρT (Rm, V ; t|Q) = 0 . (4.232)

Se integriamo tale equazione di continuità su r esteso a tutto R2 e assumiamo
che ρT (Rm, V ; t|Q) decada più velocemente di 1/r per Q fissato 52 , il termine col
gradiente non dà alcun contributo e otteniamo:

∂

∂t

∫

drρT (Rm; t|Q) = 0 , (4.233)

che con la condizione iniziale (4.37) porta alla generalizzazione della regola di somma
di carica ad ogni tempo e per ogni valore delle velocità e delle posizioni delle particelle
iniziali:

∫

drρT (Rm; t|Q) = 0 . (4.234)

Ci specifichiamo adesso al caso in cui Q contenga una sola particella fissata nell’
origine O. Prendendo, adesso, la derivata parziale rispetto al tempo della (4.232) ed
utilizzando la (4.227) si ricava:

∂

∂t
ρT (Rm; t|O)

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=
∫

dv(v∇r)
2ϕ(V )ρT (Rm; t|O)−

(βe2)

βm
ρ∇rEr(Rm|O)(4.235)

−e
2

m
∇r

∑

m′

∫

dr′ρT (Rm, R
′
m′ |O) ,(4.236)

dove l’ ultimo termine del membro di destra é stato ricavato integrando per parti
il termine col gradiente sulla velocità della (4.227), ed il coefficiente del secondo
termine si ricava da

∫

dvv2ϕ(v) = 2/βm. Utilizzando l’ equazione che si ottiene
applicando ∇r1 alla BGY (4.36) insieme alla definizione delle f.c.t. (4.19) e (4.20)
statiche, per cui ρT (R,R

′|O) = ρT (R,R
′, O) + δ(R′)ρT (R,O), si ottiene infine:

∂

∂t
ρT (Rm; t|O)

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=
ρ

βm
∇2

r[δ(r)]δm,0 , ∀m . (4.237)

Prendendo la trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari e la serie di Fourier
rispetto all’ indice di piano m, troviamo:

a2(k, kz) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
ω2S(k, kz;ω|O) =

ρ

βm
k2 , (4.238)

che é l’ espressione della regola di somma f per il LEG anticipata nella (4.151).

51Al tempo t = 0 la distribuzione di velocitá é gaussiana. Qui assumiamo che tale distribuzione,
al tempo t, sia decrescente a grandi v piú velocemente di 1/v4 in modo da assicurare l’ esistenza
dell’ energia cinetica media e l’ annullarsi dell’ ultimo termine del membreo di destra della (4.227)

52Durante lo studio della dinamica del sistema assumeremo sempre valida questa debole ipotesi
di clustering.
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Discussione di a4(K)

Miesenböck e Tosi in [89] hanno calcolato a4(K), per il modello del LEG degenere;
noi applicheremo i loro risultati al LEG classico.

Seguendo le notazioni di [89] ricordiamo che la funzione di risposta lineare di
densità del LEG (vedi (3.30)) è definita da:

iχm−m′(k; t) =
1

d
θ(t)〈[(N(k; t)− ρ), (N(−k; t)− ρ)]〉 , (4.239)

con χ(k, kz) =
∑

m χme
−ikzmd. All’ equilibrio termodinamico il teorema di flut-

tuazione edissipazione ci dice che:

S(k, kz) = − 2

βρω
Imχ(k, kz;ω) , (4.240)

questa relazione lega i coefficienti an(k) da noi introdotti come momenti di S rispetto
ad ω, ai momenti M (n)(K) rispetto ad ω dello spettro di dissipazione associato con
χ ed utilizzati da Miesenböck e Tosi:

M (2n−1)(K) = −
∫

dω

π
ω2n−1Imχ(k, kz;ω) =

ρβ

d

∫

dω

2π
ω2nS(k, kz) (4.241)

= (−)n
ρβ

d
a2n(K) . (4.242)

Essi trovano per M (3) 53:

M (3)(k, kz) = −
∫ ∞

−∞

dω

π
ω3Im[χ(k, kz;ω)] = ρβ

∫ ∞

−∞

dω

2π
ω4S(k, kz;ω) (4.243)

=
ρk2

m

[

ω2
o(k, kz) + 3Ec

k2

m
+ J(k, kz)+

]

, (4.244)

dove ωo è stato definito in (4.155) inoltre abbiamo indicato con Ec = KBT l’ energia
cinetica media per particella di un 2DEG e con:

J(k, kz) =
1

m

∫ d3K

(2π)3







[

k(k+ k′)

k

]2

dv(K +K ′)−
[

kk′

k

]2

dv(K ′)







(4.245)

×(S(K)− 1) . (4.246)

Nel limite di grandi lunghezze d’ onda abbiamo:

J(k, kz)
k,kz→0−→ η

k2z
m

+
(

5

8
Ep + α

)

k2

m
, (4.247)

53Prendendo il limite d → ∞ in (4.243) si ritrova l’ M (3) di un 2DEG [94] come mostrato in [89].
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dove Ep è l’ energia potenziale esatta del sistema elettronico interagente per parti-
cella (spesso chiamata energia interna in eccesso per particella):

Ep =
ρ

2

∑

m

∫

dk

(2π)2
v2D(k)e

−|m|kd(Sm(k)− 1) , (4.248)

e le due costanti η ed α sono:

α =
1

2
ρ
∑

m

∫

dr[gm(r)− 1]



m
∂

∂m
+

3

8

(

m
∂

∂m

)2


 vm(r) (4.249)

η =
1

2
ρd2

∑

m

∫

dr[gm(r)− 1]

(

m
∂

∂r

)2

vm(r) , (4.250)

dove, come al solito, vm(r) = 1/
√

r2 + (md)2 e gm(r) è la solita funzione di dis-
tribuzione di coppia elettrone-elettrone che descrive le correlazioni a corto raggio
tra due elettroni su piani separati lungo ẑ di md.

Possiamo allora scrivere tenendo conto dei diversi risultati:

a4(k → 0, kz → 0) =
k2

βm

[

ω2
o(k → 0, kz → 0) +

k2

m

(

3Ec +
5

8
Ep + α

)

(4.251)

+η
k2z
m

]

, (4.252)

e dalla (4.155) ω2
o(k → 0, kz → 0) = ωpk

2/(k2 + k2z) dove ωp =
√

4πρe2/dM

4.6.3 Analisi delle eccitazioni nel LEG a grandi lunghezze
d’ onda dalle regole di somma sui momenti

Il fattore di forma dinamico S(K;ω), o analogamente lo spettro di dissipazione
associato a χ(K;ω), nel limite di grandi lunghezze d’ onda, si può scrivere come la
sovrapposizione di tre contributi: quello dovuto alle oscillazioni di plasma, quello
dovuto alle eccitazioni di singola particella e quello dovuto alle eccitazioni collisionali:

S(Q;ω) = πX(Q)[∆(ω, ω(Q), γ(q)) + ∆(ω,−ω(Q), γ(q))]

+Y (Q)
y(ω/ωL)

ωL
+ Z(Q)

z(ω/ωc)

ωc
, (4.253)

dove ω(Q), ωL(q) =
√

q2/βm, ed ωc(q) ∼
√

(2πn2e2/m)q sono rispettivamente le

funzioni caratteristiche dell’ oscillazione di plasma (eccitazioni collettive) del LEG,
delle eccitazioni di singola particella del singolo piano (ricavata dalla funzione di
risposta di Vlasov (3.97)) e delle eccitazioni collisionali (studiate da H. Totsuji in
Ref. [98] e descritte in sottosezione 3.3).
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Nel seguito trascureremo le eccitazioni di singola particella e collisionali interpi-
ano 54. Potremo cos̀ı utilizzare per entrambe i risultati per il singolo piano discussi
in sezione 3.3. Per l’ eccitazione di plasma supporremo valida l’ espressione ricavata
in RPA nel limite di grandi lunghezze d’ onda (4.154).

Le funzioni spettrali y(ω/ωL) e z(ω/ωc) sono normalizzate in modo tale che:

∫ ∞

−∞

dx

2π
y(x) =

∫ ∞

−∞

dx

2π
z(x) = 1 . (4.254)

Definiamo anche i loro momenti:

yl+1 =
∫ ∞

−∞

dx

2π
xl+1y(x) e zl+1 =

∫ ∞

−∞

dx

2π
xl+1z(x) , (4.255)

dove se assumiamo ad esempio che la funzione spettrale collisionale abbia una forma
gaussiana, abbiamo che z2 = 1/2, z4 = 3/4, z6 = 15/8, ecc . . ..

Le funzioni Y (Q) e Z(Q) rappresentano allora le ampiezze delle rispettive ecci-
tazioni.

Le oscillazioni collettive hanno vita media finita a causa dello smorzamento di
Landau γL(q) e dello smorzamento collisionale γc(q) (vedi sottosezione 3.3). La
forma delle linee spettrali del plasmone si allarga rispetto a quelle della δ(ω±ω(Q)) e
può essere descritta dalla funzione ∆(ω, ω(Q), γ(q)) usata in (4.253) con uno smorza-
mento γ(q) del plasmone ω(Q). Nel caso di una forma gaussiana della riga:

∆(ω, ω(Q), γ(q)) =
1

√

2πγ2(q)
exp

(

−(ω − ω(Q))2

2γ2(q)

)

, (4.256)

valgono le seguenti condizioni:

lim
γ(q)→0

∆ (ω, ω(Q), γ(q)) = δ(ω − ω(Q)) (4.257)
∫

dω ωl ∆ (ω, ω(Q), γ(q)) =

=

{

ωl(Q) + l(l−1)
2
ωl−2(Q)γ2(q) +O(γ4(q)) l > 0

1 l = 0
(4.258)

Poichè γL(q) decade a zero con legge esponenziale per q → 0 (vedi (3.102)) l’ allarga-
mento spettrale proveniente dallo smorzamento di Landau non influenza l’ analisi
delle regole di somma nel dominio di grandi lunghezze d’ onda. Prenderemo al-
lora γ(q) = γc(q). La funzione X(Q) rappresenta naturalmente l’ ampiezza delle
eccitazioni collettive.

Sostituendo (4.253) in (3.57), in (4.238) ed in (4.251) si ottiene rispettivamente:

X(Q) + Y (Q) + Z(Q) =

(

Q

QD

)2

+ . . . per Q→ 0 , (4.259)

54Per quanto riguarda le eccitazioni collisionali, trascureremo tutte e sole le collisioni che non
soddisfano la conservazione dell’ impulso.
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(ω2(Q) + γ2c (q) + . . .)X(Q) + ω2
L(q)Y (Q)y2 + ω2

c (q)Z(Q)z2 =
q2

βm
∀Q ,(4.260)

(ω4(Q) + 6ω2(Q)γ2c (q) + . . .)X(Q) + ω2
L(q)Y (Q)y4 + ω4

c (q)Z(Q)z4 =

=
q2

βm

[

q2
(

ω2
p

q2 + q2z
+

5Ep

8m
+

3Ec

m
+
α

m

)

+ η
q2z
m

]

per Q→ 0 .(4.261)

Vogliamo adesso studiare il caso di grandi lunghezze d’ onda con qz 6= 0. A tale
scopo dobbiamo prendere il limite Q → 0 mandando prima q → 0 e dopo qz → 0.
Guidati dalla (4.259) espandiamo nel dominio di grandi lunghezze d’ onda:

X(Q) = Xo

(

Q

QD

)2

+X1

(

Q

QD

)4

+ . . . (4.262)

Y (Q) = Yo

(

Q

QD

)2

+ Y1

(

Q

QD

)4

+ . . . (4.263)

Z(Q) = Zo

(

Q

QD

)2

+ Z1

(

Q

QD

)4

+ . . . . (4.264)

Guidati dai risultati in RPA possiamo espandere la frequenza caratteristica delle
oscillazioni collettive nel solito limite di grandi lunghezze d’ onda con qz 6= 0 come:

ω(Q)
Q→0−→ ωp

q
√

q2 + q2z
= ωp

q

|Q| . (4.265)

Sostituendo le espansioni (4.262) - (4.265) in (4.259) - (4.261) si ottengono le seguenti
informazioni:

(i) Confrontando i termini proporzionali a q in (4.260) ricaviamo:

Zo

(

qz
QD

)2

+ Z1

(

qz
QD

)4

+ . . . = 0 . (4.266)

(ii) Confrontando i termini proporzionali a q2 in (4.261) ricaviamo:



Zo

(

qz
QD

)2

+ Z1

(

qz
QD

)4

+ . . .



 z4

(

2πn2e
2

m

)2

= η
q2z
βm2

. (4.267)

(iii) Dal primo termine del membro di sinistra di (4.260) ci rendiamo conto che ω(Q)
e γc(q) contribuiscono entrambi alla regola di somma f con termini proporzionali
a q2 nel limite q → 0. Il LEG si comporta quindi in modo diverso dall’ OCP in
3D [124] in cui il contributo del plasmone esaurisce da solo, l’ intera ampiezza
del fattore di forma dinamico nel limite di grandi lunghezze d’ onda.
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L’ incompatibilità tra (i) e (ii) per η 6= 0 (ricordiamo che siamo a qz 6= 0), potrebbe
indicare l’ esistenza di altri modi collettivi diversi dal plasmone in RPA e con an-
damento asintotico a grandi lunghezze d’ onda diverso da (4.265): modi collettivi
associati con le interazioni interplanari (le correlazioni interplanari a corto raggio
che rendono η diverso da zero). Una situazione analoga si trova nel LEG degenere
ed è discussa in Ref. [89].

Infine dalla (iii) ricaviamo in accordo con l’ analisi svolta nella sottosottosezione
’Limite di grandi lunghezze d’ onda’ a pagina 109, che il termine ∆(K) nella BGY in
(4.153) tiene conto anche degli effetti delle collisioni elettrone-elettrone sui piani del
LEG. Nel limite di grandi lunghezze d’ onda con qz 6= 0, trascurare ∆(K) equivale
ad affermare che in tale regime il comportamento del fattore di struttura statico si
può determinare assumendo la regola di somma f (4.151) soddisfatta esattamente
a piccoli k dalla sola eccitazione del plasmone (4.152) con ωo dato da (4.154). L’
osservazione (iii) dimostra che tale assunzione non è corretta poichè lo smorzamento
collisionale delle eccitazioni collettive ed il plasmone (4.154) contribuiscono alla re-
gola di somma f nel limite di grandi lunghezze d’ onda e per qz 6= 0, con termini
dello stesso ordine in q.



Capitolo 5

Conclusioni

Il lavoro di tesi si divide in tre parti distinte che abbiamo raggruppato nei capitoli 2, 3
e 4 ed in cui abbiamo presentato rispettivamente, alcuni aspetti della fenomenologia,
della modellistica e delle regole di somma di un LEG.

Nel capitolo 2 abbiamo presentato alcuni sistemi di elettroni stratificati esistenti
in natura o realizzabili in laboratorio mettendo in evidenza l’ importanza che può
avere lo studio teorico del modello del LEG, soprattutto in connessione coi problemi
aperti a cui tali sistemi fisici hanno portato, come l’ effetto Hall quantistico e la
cristallizzazione di Wigner.

Abbiamo presentato il sistema di elettroni legati alla superficie dell’ elio liquido
come esempio di un 2DEG classico; il sistema dello strato di inversione come esempio
di 2DEG quantistico; le eterogiunzioni a semiconduttori come esempio di 2DEG
quantistico, di doppio 2DEG, di LEG con numero di piani molto maggiore di uno
(super-reticolo) e di 2DEG alternato a strati di buche in 2D; i composti intercalati
della grafite essenzialmente come esempi di LEG con elevato numero di piani.

Nel capitolo 3 abbiamo presentato il problema dello schermo dielettrico del LEG
degenere in parallelo, quando possibile, con l’ analogo sistema classico, a partire da
alcuni modelli teorici nell’ ambito della teoria della risposta lineare sviluppati in
Letteratura:

• Il LEG non interagente; per il quale abbiamo introdotto la funzione di risposta
di Lindhard di un 2DJ e quella di Vlasov dell’ analogo sistema classico.

• Il LEG in RPA [5, 6]; del quale abbiamo descritto anche le eccitazioni collettive
mettendo in evidenza l’ analogia qualitativa tra il LEG nel limite kd ≪ 1
(ricordiamo che la trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari del
potenziale di coppia tra elettroni separati di md lungo ẑ è ∝ (2π/k)e−|m|kd) e
l’ OCP in 3D omogeneo: quando K non ha componenti ‖ ẑ allora l’ energia
del plasmone del LEG è finita a piccoli momenti k trasferiti.

• Le correzioni di campo locale nel LEG; che sono state trattate con i seguenti
modelli:

137
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(i) La STLS e la SSTL [7], per trovare il potenziale interionico schermato da
gli elettroni su i piani di grafite dei GICs.

(ii) Il modello di S̀wierkowski ed al. [8], per dimostrare che la densità critica
per la cristallizzazione di Wigner in un 2DJ isolato è inferiore a quella di
un 2DJ inserito in un LEG, per effetto delle interazioni interstrato tra gli
elettroni.

Nella discussione di tali modelli ci siamo preoccupati di sottolineare l’ importanza
delle regole di somma ed in particolare l’ approssimazione caratteristica di ciascuno
modello presentato, di trascurare (a vari livelli di ’precisione’ nei diversi modelli) le
correlazioni Coulombiane a corto raggio interplanari.

Nella sottosezione 3.2.1 abbiamo dato una derivazione termodinamica (e valida
quindi nel caso classico come in quello quantistico) della regola di somma sulla
compressibilità per il LEG in teoria della risposta lineare. Nella sottosezione 3.2.2
abbiamo presentato il metodo sperimentale con cui Eisenstein ed al. [14] utilizzando
un LEG con Np = 2, determinano la compressibilità termodinamica di un 2DJ.
Abbiamo sottolineato l’ importanza delle correlazioni Coulombiane intraplanari per
l’ interpretazione dei valori negativi della compressibilità.

Gran parte dei contributi originali del lavoro di tesi si trovano nel capitolo 4.
In esso abbiamo applicato al LEG classico alcune regole di somma tipiche dei flu-
idi carichi in 2D ed in 3D riassunte nel lavoro di rassegna di Martin [11]. Abbiamo
inoltre utilizzato il sistema del LEG classico per studiare l’influenza della dimension-
alità spaziale sul comportamenteo asintotico delle funzioni di correlazione troncate
di un sistema Coulombiano, per grandi separazioni spaziali tra le cariche, cioè sul
clustering.

Riassumiamo brevemente i risultati ottenuti nel quarto capitolo.
Nella sezione 4.2 abbiamo definito il tipo di funzioni di correlazione utilizzate

in tutta l’ analisi successiva: le funzioni di correlazione troncate (f.c.t.) (definite in
(4.19) e (4.20)) e le densità di particelle in eccesso (d.p.e.) (definite in (4.15)).

Abbiamo messo in evidenza che il punto di vista adottato in tutto il capitolo
è quello di supporre a priori che le funzioni di correlazione di un LEG con pi-
ani infinitamente estesi (nel T-lim), all’ equilibrio termodinamico esistano (finite)
e soddisfino equazioni integrodifferenziali statiche identiche a quelle della gerarchia
dovuta a Born-Green-Yvon (BGY) per l’ analogo sistema a volume finito (4.36).

Nella sottosezione 4.2.2 abbiamo dimostrato che nel LEG nel T-lim la regola di
somma di carica per le d.p.e. ad un numero di punti qualunque (4.37) è soddisfatta
se assumiamo le d.p.e. integrabili. Sotto la stessa condizione, la regola di somma di
dipolo per le d.p.e. a due punti (4.41) risulta una conseguenza delle simmetrie del
sistema (omogeneneità dei piani e simmetria azimutale).

Nella proposizione 1 della sezione 4.3 abbiamo trovato le regole di somma mul-
tipolari per il LEG con Np < ∞ o Np = ∞, con piani omogenei, mettendole in
relazione col tipo di clustering. Confrontando tale proposizione con quella analoga
per un OCP in ν-dimensioni (ν = 2 o 3) interagente con un potenziale Coulombiano
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con linee di forza confinate nello spazio ν-dimensionale (vedi proposizione 2.2 in Ref.
[11]), troviamo che:

(i) Il LEG con Np = ∞ ha un comportamento simile a quello di un OCP in 3D.

(ii) Il LEG con Np ≤ ∞ ha un comportamento simile a quello di un OCP in 2D
interagente con potenziale Coulombiano ∝ − ln |r|/ro (dove ro ha le dimensioni
di una lunghezza).

Per “comportamento simile” intendiamo in entrambi i casi, che il LEG e l’ OCP
hanno le stesse condizioni di clustering necessarie per la validità delle proprie regole
di somma di multipolo (l, n) (adattate alla particolare geometria del sistema) per
determinati valori di l ed n.

Nella sottosezione 4.4.1 abbiamo studiato il tipo di clustering compatibile con le
equazioni di equilibrio di un LEG nel T-lim con un numero finito di piani. Nella sot-
tosottosezione ’Un piano’ a pagina 90, abbiamo cominciato col riportare i risultati
noti per l’ OCP in 2D omogeneo. Per tale sistema il risultato rilevante è l’ incompat-
ibilità del clustering esponenziale con la struttura delle equazioni BGY dimostrata
da Alastuey e Martin [10]. Essi hanno dimostrato che nel limite di grandi lunghezze
d’ onda il fattore di struttura statico S(k) è legato al potenziale di interazione dalla
solita relazione S(k) → [βv2D(k)]

−1. Quindi le correlazioni di coppia non possono
decadere più velocemente di r−3. Nelle sottosottosezioni successive abbiamo ripetuto
la dimostrazione di Alastuey e Martin per un sistema composto da più piani. Abbi-
amo esplicitamente dimostrato nel caso di Np = 2 e 3 e soltanto affermato nel caso
di Np > 3 finito, che sotto la debole ipotesi di clustering integrabile (che assicura
la validità della regola di somma di carica), le funzioni di correlazione troncate a
due punti interpiano e/o quelle intrapiano, devono avere un andamento asintotico
decrescente come o più lentamente di 1/|r|3 per |r| → ∞. Le proprietà note [10]
del clustering di un OCP in 2D nel T-lim suggeriscono che tale comportamento sia
caratteristico delle correlazioni intrapiano. A temperature sufficientemente alte (o
densità sufficientemente basse) perchè valga l’ approssimazione di Debye-Hückel l’
andamento asintotico per |r| → ∞ delle correlazioni intrapiano è proprio 1/|r|3 (vedi
sottosezione 4.4.3) 1. La mancanza del clustering esponenziale è un effetto della lim-
itatezza spaziale del sistema di cariche (lungo ẑ) nel quale la regola di somma di
carica rimane l’ unica regola di somma multipolare soddisfatta.

Nella sottosezione 4.4.2 abbiamo studiato il comportamento asintotico delle fun-
zioni di correlazione di un LEG con Np = ∞ o con Np <∞ con condizioni periodiche
al contorno lungo la direzione ẑ su una lunghezza L = Npd, sia nello spazio K nel
limite di grandi lunghezze d’ onda che nello spazio R nel limite di grandi separazioni
tra le cariche.

1Il fattore di struttura statico S(k) di un OCP in 2D studiato in RPA [97, 4], ha un termine
di ordine dominante a grandi lunghezze d’ onda uguale a quello del fattore di struttura ricavato in
approssimazione di Debye-Hückel: [1 +KD/k]−1 dove KD = 2πβρe2 è l’ inverso della lunghezza
di schermo di Debye.
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Nella sottosottosezione ’Limite di grandi lunghezze d’ onda’ a pagina 109 abbi-
amo analizzato la BGY che lega il fattore di struttura statico alle correlazioni a tre
punti (vedi equazione (4.141)) a grandi lunghezze d’ onda, nei due regimi di kd≪ 1
e di kd ≫ 1. A questo scopo è stato utile separare la BGY (4.141) in un termine
∆(K) contenente una particolare combinazione delle f.c.t. a 2 ed a 3 corpi integrata
sulla forza Coulombiana e nel resto contenente solo f.c.t. a due punti 2. Con tale
separazione abbiamo dimostrato che trascurando il termine ∆(K) si ottiene per il
fattore di struttura statico S(K) una espressione approssimata che in accordo con
la regola di somma f (ricavata nella sezione 4.6 dalle equazioni dinamiche del sis-
tema) riproduce esattamente i termini di ordine dominante a piccoli |k| dei modi
di eccitazione collettiva del LEG trattato in RPA (vedi capitolo 3). Analizzando il
comportamento di ∆(K) a grandi lunghezze d’ onda abbiamo ricavato le seguenti
proprietà:

• Per kd ≪ 1:

1. Quando kz = 0 se assumiamo valide le regole di somma di carica e di
dipolo sulle d.p.e. a 2 ed a 3 punti abbiamo che:

lim
k→0

∆(k, 0) = 0 .

2. Quando kz 6= 0 trascurare ∆(K) nel limite di grandi lunghezze d’ onda
non è giustificabile da opportune regole di somma e porta alla violazione
della regola di somma di carica del LEG. In questo caso trascurare ∆(K)
significa trascurare gli effetti delle collisioni elettrone-elettrone sui piani
del LEG (vedi sezione 4.6.3) e parte delle interazioni elettrone-elettrone
interplanari (vedi l’ espresione del terzo momento del fattore di struttura
dinamico rispetto alla frequenza (4.251)).

• Per kd ≫ 1 il limite di grandi lunghezze d’ onda si ottiene prendendo prima
d → ∞ e poi k → 0. In questo caso il LEG diventa una serie infinita di OCP
in 2D isolati tra loro.

Da questa analisi e dall’ equazione (4.153) abbiamo ricavato che ∆(K) non con-
tribuisce al termine dominante di ordine k2 nello sviluppo asintotico a piccoli k (d
finito) di S(k, 0). In questo caso ritroviamo per il LEG di infiniti piani una regola
di somma analoga alla condizione di Stillinger-Lovett dei sistemi omogenei (vedi
equazioni (4.162), (4.163) e (4.164). Dal confronto delle (4.149) e (4.150) ricaviamo
come la regola di somma di Stillinger-Lovett si modifica nel caso del LEG con un
numero finito di piani).

Nella sottosottosezione a pagina 115, abbiamo studiato il tipo di clustering com-
patibile con le equazioni di equilibrio BGY del LEG nel T-lim, nel T-limNp

quando

2Separazione che abbiamo già incontrato nello studio del LEG con un numero finito di piani
(vedi ad esempio l’ equazione (4.93)) e che diventa naturale scrivendo le equazioni gerarchice BGY
in termini delle f.c.t. (vedi sottosezione 4.2.2) nella forma proposta da Martin in Ref. [11].
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d → 0 (d 6= 0). In tal caso il LEG copre tutto lo spazio tridimensionale diventando
un OCP in 3D con la dinamica degli elettroni vincolata a rimanere ortogonale a ẑ.
Abbiamo dimostrato una proposizione (vedi proposizione) per cui in tale sistema
non si può assumere che le f.c.t. a due punti ρT (r, z) tra una particella nell’ origine
ed una particella in (r, z) (siano integrabili e) decrescano come una potenza inversa
di |R| per r → ∞, ∀z. In tali condizioni il LEG si comporta come un OCP in
3D; in esso è possibile avere un clustering esponenziale delle f.c.t.. Come sappiamo
dalla proposizione dimostrata in sezione 4.3, questo assicura la validità delle regole
di somma multipolari (l, n) di ordine l comunque elevato: tutti i multipoli sono
schermati. Naturalmente nel limite opposto in cui d→ ∞ il LEG si comporta come
un insieme di OCP in 2D isolati. Alestuey e Martin [10] hanno dimostrato che il
clustering esponenziale delle funzioni di correlazione di equilibrio di un OCP in 2D
è incompatibile con le BGY.

Nella sottosezione 4.4.3 abbiamo studiato nello spazio R le conseguenze della
particolare chiusura delle BGY che si ottiene trascurando ∆(K) nella (4.141) sul
tipo di clustering in un OCP in 2D e nel LEG con condizioni periodiche al contorno.
Abbiamo trovato i seguenti risultati:

• Nel caso del singolo piano tale chiusura porta all’ espressione per la g(r) in
approssimazione di Debye-Hückel (4.76) (vedi sottosezione 5.2.1 in Ref. [112])
che coincide con quella trovata da Fetter [16] attraverso un modello elettro-
idrodinamico dell’ OCP in 2D. La traduzione del risultato di Fetter nel nostro
formalismo si ottiene interpretando ρ(g(r)−1) come la variazione nella densità
superficiale in numero di elettroni, dal suo valore medio ρ, che si forma come
schermo elettrostatico ad una carica del fluido fissata sull’ origine. Nel modello
di Fetter tale “nuvola schermante” ha un decadimento algebrico ∝ 1/r3 a
grandi r, in accordo con quello esatto previsto da Alastuey e Martin in [10]
discusso all’ inizio della sezione 4.4.1. In accordo con Fetter abbiamo trovato
che il potenziale generato dalla densità di carica in eccesso ρe(r) = ρ[ρ(g(r)−
1) + δ(r)] ha un comportamento anisotropo: varia asintoticamente ∝ 1/z2

lungo ẑ e ∝ 1/r3 sul piano (x,y). Il piano di Fetter contiene cioè un momento
di dipolo finito. In particolare si trova che tale momento di dipolo è dato dalla
lunghezza di schermo di Debye.

• Nel caso del LEG tale approssimazione coincide con quella ottenuta da Fetter
[9] (vedi le equazioni (4.191) e (4.193)) attraverso un modello idrodinamico del
LEG. Con tale approssimazione riusciamo a dare i comportamenti asintotici
delle f.c.t. parziali ρTm(r), tra una carica nell’ origine ed una carica in (r, md)
lungo l’ asse ẑ (cioè per md≫ r) e sul piano (x, y) (cioè per md ≪ r). In en-
trambi i casi il clustering ha un decadimento alla Yukawa. Per separazioni tra
i piani tali che kDd≫ 1 la lunghezza di schermo lungo ẑ è diversa da quella sul
piano (x,y); lo schermo è anisotropo. Il clustering sul piano risulta in accordo
con la proposizione 1 in sottosottosezione ’Tipo di clustering compatibile con
le equazioni di equilibrio’ a pagina 115.
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Nella sezione 4.5 abbiamo dimostrato che per un LEG con un numero finito di
piani infinitamente estesi e con ordine cristallino a lungo raggio nello stato di equi-
librio termodinamico, il clustering compatibile con le BGY (o meglio con le WLMB
da esse dedotte) è quello che viola la condizione (4.212). Questa condizione significa
che se abbiamo su i piani del LEG una rottura dell’ invarianza sotto il gruppo con-
tinuo delle traslazioni ⊥ ẑ allora in essi il clustering (interpiano o/e intrapiano) deve
essere lento (non esponenziale). In particolare indicando con D la distanza tra due
gruppi di elettroni, il clustering deve andare come o più lentamente di 1/D3 per
D → ∞. Questo coincide esattamente col tipo di clustering che ci aspettiamo per
un LEG con un numero finito di piani omogenei (vedi sottosezione 4.4.1) e pertanto
non esclude l’ esistenza di una transizione di fase tra il LEG omogeneo ed il LEG
cristallizzato in accordo con i risultati di Ref. [8] presentati in sezione 3.6. Il con-
fronto con i risultati noti nel caso Np = 1 [132] mostra che prendendo come punto di
partenza per lo studio del clustering, relazioni tra le funzioni di correlazione diverse
dalla gerarchia BGY (come ad esempio la disuguaglianza di Bogoliubov), è possibile
rallentare ulteriormente il clustering compatibile con la rottura di simmetria.

Nella sezione 4.6 abbiamo ricavato dalle BBGKY l’ espressione a piccoli tempi
della funzione di struttura dinamica (la funzione di van Hove): abbiamo calcolato
esplicitamente il primo (la regola di somma f o regola di somma del primo momento)
ed imitato il secondo (regola di somma sul secondo momento) da quello calcolato
esplicitamente per il LEG degenere in Ref. [89].

Abbiamo concluso il capitolo 4 con un’ analisi (simile a quella svolta in Ref.
[124] per un OCP in 3D) del contributo dato a grandi lunghezze d’ onda e per
kz 6= 0, alle regole di somma sui momenti del fattore di struttura dinamico rispetto
alla frequenza, dalle eccitazioni nel LEG: le oscillazioni di plasma, le eccitazioni di
singola particella e le eccitazioni collisionali.

5.1 Prospettive

Argomento centrale del lavoro di tesi è stato lo studio del tipo di comportamento
asintotico a grandi separazioni spaziali tra le particelle delle funzioni di correlazione
(ossia delle proprietà di schermo) di un sistema Coulombiano classico in funzione
della dimensione dello spazio in cui è confinata la dinamica delle cariche. In partico-
lare abbiamo analizzato la compatibilità con le condizioni di equilibrio termodinam-
ico (BBGKY) del clustering esponenziale in funzione della dimensionalità spaziale.

È interessante studiare il problema analogo per un sistema Coulombiano quan-
tistico. In questo caso però il punto importante, piuttosto che la dipendenza del
clustering esponenziale dalla dimensionalità spaziale, è che le correlazioni statiche del
gas Coulombiano quantistico non hanno clustering esponenziale nemmeno quando
i parametri termodinamici sono quelli corrispondenti al regime di Debye classico.
Solo poche regole di somma rimangono vere.

Le caratteristiche dello schermo statico del sistema quantistico sono comparabili
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con quelle dello schermo dinamico del sistema classico presentate nel capitolo intro-
duttivo: in entrambi i casi l’ intervento combinato delle distribuzioni delle configu-
razioni spaziali degli elettroni e quelle delle loro velocità (per la non commutatività
nel caso quantistico) induce un decadimento algebrico delle correlazioni [13].

Diamo brevemente il quadro di ciò che si conosce sul problema dell’ assenza del
clustering esponenziale per le funzioni di correlazione quantistiche statiche di un
fluido carico a temperatura diversa da zero, mettendo in evidenza i problemi aperti
con particolare riferimento al fluido degenere a tempratura zero.

Prendiamo come sistema di riferimento un jellium tridimensionale quantistico
composto da N elettroni in un volume Ω. Le quantità rilevanti per lo studio di
tale sistema e le equazioni di equilibrio che esse devono soddisfare sono descritte
in appendice E. La notazione usata nella prossima sottosezione è illustrata in tale
appendice.

5.1.1 Clustering e regole di somma nel jellium omogeneo

tridimensionale

Alastuey e Martin [13, 137] mostrano che il decadimento a grandi |r| della funzione
di correlazione di equilibrio carica-carica S(r) del jellium tridimensionale omogeneo
a temperatura diversa da zero dovrebbe essere:

(i) Di tipo algebrico S(r) ∝ 1/|r|n.

(ii) Con 6 ≤ n ≤ 10.

Essi studiano il jellium in regime semiclassico. Nel calcolo del termine proporzionale
ad h̄4 (con h̄ costante di Planck) nell’ espansione di Wigner-Kirkwood [138] di S(r)
con la statistica di Boltzmann 3 trovano:

S(r) = So(r) + h̄2S2(r) + h̄4S4(r) + . . . , (5.1)

dove So(r) è la funzione di correlazione carica-carica del sistema classico all’ equilib-
rio termodinamico. Anche S2, S4, . . . sono esprimibili tramite funzioni di correlazione
dell’ OCP corrispondente. Le funzioni di correlazione dell’ OCP tridimensionale
omogeneo, come sappiamo, hanno un clustering esponenziale nel regime di Debye.
Il termine S2(r) = (β/12m)∇2So(r) ha un decadimento esponenziale a grandi |r| ma
il termine S4(r) (ed i successivi [137]) ha un comportamento asintotico algebrico 4:

7

16π2

[

βe

m

]2
1

|r|10 per |r| → ∞ . (5.2)

3I termini di scambio che provengono dalla statistica di Fermi sono esponenzialmente piccoli
nel limite classico (h̄ → 0) [119]: la ragione per questo è che le particelle libere possono essere
scambiate solo quando sono ad una distanza dell’ ordine della lunghezza d’ onda termica di de

Broglie λdB =
√

2πh̄2β/m che è piccola nel limite h̄ → 0; nel sistema interagente la repulsione

Coulombiana si oppone fortemente a tale avvicinamento.
4Questo comportamento significa che S(k) non può essere analitica in k = 0 (ma deve avere un

termine ∝ |k|7 nel suo sviluppo a piccoli |k|.)
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Questa è una forte indicazione del fatto che nel jellium tridimensionale non c’ è
il clustering esponenziale (la convergenza della serie (5.1) non è stata controllata)
neanche quando i parametri termodinamici provocherebbero, nell’ analogo sistema
classico, una fase di plasma.

Per trovare un limite superiore al decadimento di S(r) Alastuey e Martin anal-
izzano il tipo di clustering spaziale compatibile con la gerarchia delle equazioni per
le correlazioni all’ equilibrio termodinamico 5 ed arrivano a dimostrare (utilizzando
la KMS e la località) che le code algebriche sono limitate da 1/|r|6:

|Sτ (r)| ≤
M(τ)

|r|6 per |r| → ∞ con 0 ≤ τ ≤ β , (5.3)

questa dimostrazione è non perturbativa e valida per la statistica di Fermi, ma si
basa su un certo numero di assunzioni considerate valide a priori (come l’ esistenza
del limite termodinamico, l’ ipotesi di comportamenti asintotici monotoni per le
correlazioni, l’ esistenza per tutte le funzioni di correlazione troncate di espansioni
in potenze della distanza tra le particelle che partono da termini ∝ 1/|r|3 dovuti alle
interazioni dipolo-dipolo, al tendere del punto r all’ infinito, . . . ).

L’ assenza del clustering esponenziale dimostrato da Alastuey e Martin per le
correlazioni di equilibrio quantistiche del jellium deve valere per qualunque valore
dei parametri termodinamici (ad eccezione che per T = 0): lo schermo di Debye non
esiste nella materia reale.

Questo si può capire nel modo seguente: in un sistema classico tutti i momenti
di multipolo della nuvola di cariche schermanti si annullano nel regime di Debye
[121]. In un sistema quantistico il monopolo (cioè la carica totale) si annulla, ma i
multipoli di ordine superiore rimangono, in generale, non nulli poichè le fluttuazioni
quantistiche intrinseche impediscono una organizzazione perfetta di carica nella nu-
vola schermante.

Riassumiamo le regole di somma per la funzione di risposta e per le funzioni di
correlazione simmetrizzate statiche e dinamiche del sistema quantistico, che riman-
gono valide (rispetto al caso classico)[137]:

a. Statica

(i) Regola di somma di carica.

∫

dr < cτ (r)A >T= 0 con 0 ≤ τ ≤ β , (5.4)

dove A è un generico osservabile locale. Da tale regola di somma si ricava la regola
di somma di carica per la funzione di risposta (E.22) e per la funzione di correlazione

5Con lo stesso punto di vista adottato nel nostro studio del LEG classico, essi assumono che il
limite termodinamico delle funzioni di Green con tempo immaginario , < AτB >, del jellium esista
per osservabili locali A e B e che le funzioni risultanti siano soluzioni delle equazioni di equilibrio
con la stessa forma di quelle del sistema a volume finito.
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statica simmetrizzata (E.26):
∫

drχ(r|A) = 0 e
∫

drc[r|A] = 0 , (5.5)

(ii) Regola di somma di dipolo.

∫

drr < cτ (r)A >T=
1

2

[

eh̄ωpτ

eh̄ωpβ − 1
− e−h̄ωpτ

1− e−h̄ωpβ

]

∫

drr < [A, c(r)] >T (5.6)

con 0 ≤ τ ≤ β

dove A è un generico osservabile locale, ωp =
√

4πρe2/m è la frequenza di plasma
e ρ è la densità di elettroni. Si vede quindi che le ITGF soddisfano alla regola di
somma di dipolo solo quando A dipende soltanto dalla configurazione spaziale degli
elettroni (in tal caso il membro di destra della (5.6) si annulla). Dalla (5.6) si ricava:

∫

drrχ(r|A) = 0 e
∫

drrc[r|A] = 0 . (5.7)

Si trova dall’ espansione in potenze della costante di Planck che la funzione
< c(r)A >T non obbedisce a regole di somma multipolari di ordine maggiore.
(iii) Condizione sul secondo momento di Stillinger-Lovett.

∫

dr|r|2 < cτ (r)c(0) >T= − 3

2πβ

h̄ωpβ

2

[

eh̄ωpτ

eh̄ωpβ − 1
+

e−h̄ωpτ

1− e−h̄ωpβ

]

, (5.8)

da cui si ricava:

∫

dr|r|2χ(r|0) = − 3

2π
e

∫

dr|r|2S(r|0) = − 3

2πβ

h̄ωpβ

2
coth

(

h̄ωpβ

2

)

. (5.9)

b. Dinamica

Nella dinamica del jellium valgono delle regole di somma di carica di dipolo e di
Stillinger-Lovett analoghe a quelle del caso statico. Esse si ricavano prendendo la
continuazione analitica delle (5.4), (5.6) e (5.8) a τ = it/h̄. Un altro set di regole
di somma di cui disponiamo nello studio della dinamica del jellium sono le regole
di somma su i momenti rispetto alla frequenza della funzione di struttura dinamica
(nel caso di un jellium degenere queste sono descritte nell’ appendice 7 di [90]).

5.1.2 Problemi aperti

Come abbiamo già osservato (nel capitolo 1) per il caso della dinamica classica di
un OCP tridimensionale omogeneo, anche nel caso statico quantistico del jellium
tridimensionale omogeneo, l’ assenza di un clustering esponenziale non è prevista
dalle teorie di campo medio (RPA per il caso quantistico ed approssimazione di
Vlasov per il caso classico.). Queste non tengono conto in modo appropriato delle
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fluttuazioni quantistiche intrinseche e prevedono un clustering esponenziale (vedi
appendice H in [137]) per temperature T 6= 0. A temperature T = 0 le correlazioni
ricavate in RPA decadono con le oscillazioni algebriche (∝ 1/|r|3) di Friedel [139].
Mentre le oscillazioni di Friedel a T = 0 si possono far risalire alla singolarità
della distribuzione di Fermi-Dirac all’ impulso di Fermi (vedi sezione 3.3), le code
algebriche (comprese tra 1/|r|6 e 1/|r|10) a T 6= 0 sono dovute alle fluttuazioni
quantistiche intrinseche del sistema.

Per quanto riguarda i meccanismi di schermo ci si aspetta che a T = 0 le flut-
tuazioni quantistiche intrinseche debbano avere un peso non inferiore rispetto al caso
T 6= 0 (il coefficiente delle code algebriche (5.2) divergono a T = 0).

Il fattore di struttura di un gas libero di Fermi nel suo stato fondamentale ha un
termine ∝ |k| dovuto ai termini di scambio [139]. Questo provoca un decadimento
∝ 1/|r|4. Inoltre il potenziale effettivo nell’ RPA per il gas Coulombiano a T = 0
ha le oscillazioni di Friedel a lungo raggio cos(2KF |r|)/|r|3. Ci aspettiamo che le
fluttuazioni quantistiche intrinseche provochino code algebriche di ordine maggiore
e pertanto completamente nascoste a grandi |r| dalle code più lunghe provocate dall’
esistenza della superficie di Fermi.

Cornu e Martin [140] usando la teoria delle perturbazioni a molti corpi a tem-
peratura finita (vedi [141]) e la statistica di Fermi, hanno trovato dei diagrammi (i
diagrammi a scala descitti in figura 3 e 4 in [140]) non inclusi nella somma ad anello
dell’ RPA che portano ad un decadimento ∝ 1/|r|10 della funzione di correlazione
carica-carica (S(x)). Essi vedono che l’ introduzione della statistica di Fermi non
modifica qualitativamente il risultato semiclassico dei lavori precedenti [13, 137] fino
a quando ci limitiamo allo studio di tutta la classe dei diagrammi a scala. Infine
Cornu e Martin trovano che SRPA(x) soddisfa la regola di somma di Stillinger-Lovett
(5.8) se in essa sostituiamo ρ (che entra nella definizione di ωp) con la densità del
gas non interagente. Questo non è più vero quando teniamo conto anche solo del
primo dei diagrammi a scala.

Concludiamo il lavoro di tesi indicando alcuni problemi aperti sollevati dall’
analisi sul tipo di clustering delle funzioni di correlazioni del jellium tridimensionale
omogeneo.

(i) Trovare un modello consistente per S(r) che soddisfi simultaneamente le re-
gole di somma fondamentali dovute allo schermo insieme con il comportamento
asintoticamente algebrico.

(ii) Studiare la transizione a basse temperature tra i due diversi tipi di compor-
tamenti asintoticamente algebrici delle correlazioni: quello dovuto alla discon-
tinuità della distribuzione di Fermi-Dirac a T = 0 (dovuta all’ esistenza della
statistica di Fermi) e quello dovuto alle fluttuazioni quantistiche intrinseche a
T 6= 0 (dovuto essenzialmente allo schermo Coulombiano).

(iii) Studiare in dettaglio il caso del sistema a T = 0 cercando di separare dalle code
algebriche delle correlazioni il contributo dovuto alla statistica di Fermi e quello
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dovuto alle fluttuazioni quantistiche intrinseche del sistema di elettroni.



Appendice A

Le funzioni di correlazione di
Ursell

In questa appendice ricordiamo la definizione delle funzioni di Ursell u(n) ad n punti
(spesso chiamate anche funzioni di cluster o irriducibili), in termini delle funzioni di
distribuzione ridotte ρ(n) definite per il LEG in (4.7). Indicando la posizione dell’
m-esimo corpo Rm con m abbiamo:

ρ(1)(1) = u(1)(1) , (A.1)

ρ(2)(1, 2) = u(2)(1, 2) + ρ(1)(1)ρ(1)(2) , (A.2)

ρ(3)(1, 2, 3) = u(3)(1, 2, 3) + u(2)(1, 2)ρ(1)(3) + u(2)(1, 3)ρ(1)(2)

+u(2)(2, 3)ρ(1)(4) + ρ(1)(1)ρ(1)(2)ρ(1)(3) , (A.3)

ρ(4)(1, 2, 3, 4) = u(4)(1, 2, 3, 4) + u(3)(1, 2, 3)ρ(1)(4) + u(3)(1, 2, 4)ρ(1)(3)

+u(3)(1, 3, 4)ρ(1)(2) + u(3)(2, 3, 4)ρ(1)(1)

+u(2)(1, 2)u(2)(3, 4) + u(2)(1, 3)u(2)(2, 4) + u(2)(1, 4)u(2)(2, 3)

+u(2)(1, 2)ρ(1)(3)ρ(1)(4) + u(2)(1, 3)ρ(1)(2)ρ(1)(4)

+u(2)(1, 4)ρ(1)(2)ρ(1)(3) + u(2)(2, 3)ρ(1)(1)ρ(1)(4)

+u(2)(2, 4)ρ(1)(1)ρ(1)(3) + u(2)(3, 4)ρ(1)(1)ρ(1)(2)

+ρ(1)(1)ρ(1)(2)ρ(1)(3)ρ(1)(4) , (A.4)

. . . .

Osserviamo che le u(n) come le ρ(n) sono simmetriche sotto una qualunque per-
mutazione di particelle. Inoltre, osservando che nel limite temodinamico (T-lim)

N → ∞ S → ∞ ∼
ρ= ρ vale:

di1,...,in
Nn

T−lim−→ 1 , (A.5)
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ricaviamo subito la seguente condizione di normalizzazione che introduce una dif-
ferenza intrinseca importante tra le funzioni di correlazione vere (4.16) e le funzioni
di Ursell appena descritte:

T− lim
[

N−n
∫

dR1 · · · dRnu(n)(R1 · · ·Rn) = 0
]

, (A.6)

cioè l’ intera normalizzazione di ρ(n)(R1 · · ·Rn) è contenuta nel termine scorrelato
della rappresentazione in cluster (A.1), . . ., (A.4), . . ..

Al posto delle funzioni di Ursell è spesso più conveniente usare un’ altro set di
funzioni, generalmente chiamate anch’ esse funzioni di correlazione ad n ≥ 2 corpi,
legate ad esse da:

h(n)(R1, . . . , Rn) =
u(n)(R1, . . . , Rn)

ρ(R1) . . . ρ(Rn)
, (A.7)

avremo cos̀ı dalla (A.2) h(2) = g(2) − 1 ecc . . ..



Appendice B

Sviluppo multipolare del campo
elettrico in eccesso di un 2DJ

Consideriamo un sistema composto da un numero finito di piani di OCP; definiamo
campo elettrico in eccesso il campo elettrico generato in R ≡ (r, z) dalla d.p.e.
quando abbiamo fissato n particelle in Q ≡ (R1, . . . , Rn) (vedi (4.35)):

E(R|Q) = Ee(r, z) = −∇Rφ
e(r, z) = −∇Rφ(R|Q) (B.1)

=
∫

d3R′ R− R′

|R− R′|3
∑

m′

δ(z′ −m′d)ρT (R
′
m′ |Q) (B.2)

dove abbiamo definito Ee e φe rispettivamente il campo ed il potenziale in eccesso.
Ricordandoci la definizione delle d.p.e. di ordine n + 1: 1

ρT (Rm|Q) = ρ(Q)[ρh(Rm) +
n
∑

i=1

δm,mi
δ(r− ri)] (B.3)

h(Rm) =
ρ(Rm, Q)

ρρ(Q)
− 1 (B.4)

può essere utile, allo scopo di avere una definizione elettrostatica standard diEe(r, z),
rileggerlo come il campo elettrico generato in R dalla densità di carica ρ(Q)ρh(Rm)
di uno stato disomogeneo (se n > 1, omogeneo nel caso n = 1) e da n cariche pun-
tiformi, esterne, di carica ρ(Q) situate nei punti di Q. Naturalmente ciò che entra
nelle BGY è:

E‖(Rm|Q) =
∑

m′

∫

dr′F‖(Rm − R′
m′)ρT (R

′
m′ |Q) (B.5)

F‖(Rm −R′
m′) = −∇r

1

(|r− r′|2 + |m−m′|2)1/2 (B.6)

1Dove quando Q consiste di un unico punto (n = 1) su cui poniamo l’ origine del sistema di
riferimento, allora h(Rm) + 1 = gm(r) in cui gm è la distribuzione radiale dell’ OCP sull’ m-esimo
piano.
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Come abbiamo fatto al termine della sottosezione 4.2.1 discutiamo adesso per
concretezza, il caso del campo elettrico in eccesso generato dalla d.p.e. a 2 punti nel
caso del singolo piano e in quello di un numero Np di piani. In particolare vogliamo
determinare per Ee(R) i seguenti sviluppi asintotici: r fisso con z → ∞ e z fisso con
|r| → ∞.

Un piano

Cominciamo col caso di un solo piano (il piano m = 0) con Q ≡ (0, 0, 0) ≡ O.
Data la simmetria azimutale del problema abbiamo che il campo elettrico in ecceso
soddisfa l’ equazione di Poisson nella forma:

1

r

∂

∂r
(rEe

r(r, z)) +
∂

∂z
Ee

z(r, z) = 4πδ(z)ρe(r) = 4πδ(z)[ρT (r) + δ(r)ρ] (B.7)

dove abbiamo indicato con ρe(r) = ρe(R0|O) e con ρT (r) = ρ2[g(r)− 1] = ρT (R0|O)
rispettivamente la densità di particelle in eccesso e la funzione di correlazione tron-
cata a 2 corpi con simmetria azimutale. Determiniamo subito le conseguenze delle
simmetrie del sistema di cariche descritto sul potenziale in eccesso definito dalla
(B.1) (che sappiamo essere continuo ovunque meno che sulla carica fissata in O):

(i) Per la simmetria azimutale (S2): φe(r, z) = φe(r, z), e quindi: Ee
r(r, z) ∝ r.

(ii) Per l’ invarianza sotto ribaltamento rispetto al piano in questione (S3): φe(r, z) =
φe(r, |z|), e quindi: Ee

x ed Ee
y sono pari in z mentre Ee

z è dispari.

Isolando nel potenziale in eccesso il contributo dovuto alla carica fissata sull’ origine
ricaviamo:

φe(r, z) = φo(r, z) +
ρ

|R| (B.8)

Preoccupandoci solo del termine incognito φo è conveniente riscriverlo in termini
della trasformata di Fourier rispetto alle variabili planari r della distribuzione su-
perficiale di cariche ρT (r) da cui è generato:

φo(r, z) =
∫ ∞

0
dkre−k|z|ρT (k)Jo(kr) (B.9)

dove abbiamo

ρT (k) = 2π
∫ ∞

0
drρT (r)rJo(kr) (B.10)

Nelle due precedenti espressioni abbiamo indicato con Jo la funzione di Bessel di
ordine zero 2.

2Con la rappresentazione integrale Jo(x) =
1
2π

∫ 2π

0 eix cos θdθ



B.0 Sviluppo multipolare del campo elettrico in eccesso di un 2DJ Pag. 152

Dalla espressione (B.9) risulta chiaro come ρT (k) e le sue derivate in k = 0 siano
legate all’ andamento asintotico del potenziale: per r o z grandi le rapide oscillazioni
di Jo(kr) e/o il rapido decadimento di e−k|z| fanno s̀ı che l’ integrale (B.9) riceva
i contributi maggiori dalla regione intorno a k = 0. Supponendo che ρT (k) possa
essere sviluppato in serie di Taylor in un intorno di k = 0 ricaviamo:

φ0(r, z) =
∞
∑

l=0

dlρT (k)

dkl

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

Bl(r, z) (B.11)

con:

Bl =
1

l!

(

− d

d|z|

)l
∫ ∞

0
dke−k|z|Jo(kr) =

1

l!

(

− d

d|z|

)l (
1√

r2 + z2

)

(B.12)

=
Pl(| cos θ|)
|R|l+1

(B.13)

dove cos θ = z/|R| e Pl è il polinomio di Legendre di ordine l. Chiamiamo:

Ml =
dlρT (k)

dkl

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

(B.14)

Il coefficiente M0 è la carica totale. Il coefficiente M1 è il momento di dipolo lungo ẑ,
e cos̀ı via. Abbiamo cos̀ı ottenuto in (B.11) uno sviluppo in multipoli del potenziale
φo. Ammettendo l’ integrabilità su R2 di ρT (r) possiamo utilizzare la regola di
somma di carica per determinare il primo momento di multipolo:

M0 = ρT (k)|k=0 =
∫

R2
drρT (r) = −ρ (B.15)

Questo dimostra come in φ il primo termine dello sviluppo in multipoli di φo si
cancelli esattamente con il contributo al potenziale della carica fissata sull’ origine
portando a:

φe(r, z) =
∞
∑

l=1

Ml
Pl(| cos θ|)
|R|l+1

(B.16)

In generale dalla conoscenza dei coefficientiMl ricaviamo le seguenti informazioni
sugli andamenti asintotici del potenziale:

• z = 0, r → ∞ =⇒ se Ml <∞( 6= 0) φe(r, 0) ∼Ml
Pl(0)

rl+1
(B.17)

• r = 0, z → ∞ =⇒ se Ml <∞( 6= 0) φe(r, z) ∼Ml
Pl(1)

zl+1
(B.18)

dove Pl(0) 6= 0 solo per l pari, P2n(0) = 1√
π
cos(nπ)Γ((2n+1)/2)

n+1
ed i polinomi di

Legendre sono normalizzati in modo che Pl(1) = 1. Per la componente parallela ai
piani del campo in eccesso abbiamo:

Ee
‖(r, z) = −∇rφ

e(r, z) = −∂φe(r, z)/∂r (B.19)
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Np piani

Il caso di un numero finito Np di piani si ricava facilmente dal singolo piano
osservando che adesso il potenziale in eccesso φe

Np
sarà la somma di tutti i potenziali

di singolo piano φe
1 generato ciascuno dalla propria ρem(r) di equilibrio:

φe
Np
(r, |z|) =

∞
∑

m=−∞
φe
1(r, |z −md|) = (B.20)

∞
∑

m=−∞

∞
∑

l=1

Ml

Pl(
|z−md|√

r2+(z−md)2
)

√

r2 + (z −md)2
l+1 (B.21)

dove ricordiamo che abbiamo già sfruttato la regola di somma di carica per cui deve
essere (vedi (4.39)) ρTm(k)|k=0 = 0 per m 6= 0 e ρT 0(k)|k=0 = −ρ.



Appendice C

Andamento asintotico del termine
a (n+1) corpi nelle BGY - 1 -

In questa appendice applichiamo i lemmi dell’ appendice C della Ref. [120] al par-
ticolare sistema inomogeneo che stiamo studiando: Np piani omogenei di OCP nel
T-lim con Np finito o infinito e con le proprietà di invarianza (S1),(S2) ed (S3) de-
scritte nella sezione 4.2.2. Nel lemma seguente dimostreremo che sotto la condizione
di clustering (4.43), il termine ad (n+1) corpi nelle BGY (4.45) decade più veloce-
mente di λ−(lo+2) quando R1 = (λû, 0) con λ → ∞ indipendentemente dal numero
di piani. Poichè le particelle in Q sono fissate nel prendere il limite, è sufficiente
esaminare il comportamento del termine a tre corpi.

Lemma 1 Sia F (R) = R/|R|3 e ammettiamo la seguente condizione di clustering:
|DηρT (Rm, R

′
m′ , O)| ≤ M <∞ con D = sup(|Rm|, |R′

m′|) ed

η >

{

2 + l Np finito
3 + l Np infinito

(C.1)

Allora:

lim
r→∞ r

2+l|
∑

m′

∫

dr′F‖(R0 −R′
m′)ρT (R0, R

′
m′ , O)| = 0 . (C.2)

Dimostrazione: Osserviamo che utilizzando le simmetrie del sistema possiamo scri-
vere:

∑

m′

∫

dr′F‖(Rm −R′
m′)ρT (Rm, R

′
m′ , O) =

∑

m′

∫

dr′F‖(R
′
m′)ρT (Rm, R

′
m′ , O) (C.3)

Specificandoci al caso m = 0 ed usando la condizione di clustering ipotizzata, ri-
caviamo nei due casi di LEG con Np <∞ e con Np = ∞ (vedi (C.1)):

(i) Np <∞ ed η > 2 + l.
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|
∑

m′

∫

dr′F‖(R
′
m′)ρT (R0, R

′
m′ , O)| ≤

∑

m′ 6=0

∫

dr′
∣

∣

∣

∣

∣

r′

|R′
m′ |3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M

[sup(r, |R′
m′|)]η

∣

∣

∣

∣

∣

+
∫

dr′
1

r′2
|ρT (r, r′, O)| (C.4)

Usando, adesso, il lemma 2 dell’ appendice C della Ref. [120] ricaviamo che:

∫

dr′
1

r′2
|ρT (r, r′, O)| = o

(

1

r2+l

)

(C.5)

Abbiamo allora, da C.4 :

|
∑

m′

∫

dr′F‖(R
′
m′)ρT (R0, R

′
m′ , O)| ≤

≤
∑

m′ 6=0

∫

r′≥|m′|d
dr′

1

r′2

∣

∣

∣

∣

∣

M

[sup(r, r′)]η

∣

∣

∣

∣

∣

+ o
(

1

r2+l

)

= o
(

1

r2+l

)

(C.6)

infatti si verifica facilmente che per m 6= 0:

∫

r′≥|m′|d
dr′

1

r′2

∣

∣

∣

∣

∣

M

[sup(r, r′)]η

∣

∣

∣

∣

∣

= o
(

1

r2+l

)

(C.7)

dalla C.6 segue l’ asserto del lemma.
(i) Np = ∞ ed η > 3 + l.
Ripetiamo gli stessi passaggi fatti nel caso precedente per arrivare alla (C.6), poi

osserviamo che:

2
∞
∑

m′=1

∫

r′≥|m′|d
dr′

1

r′2

∣

∣

∣

∣

∣

M

[sup(r, r′)]η

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 4π
[r/d]
∑

m′=1

[

1

rη

∫ r

m′d
dr′

1

r′
+
∫ ∞

r
dr′

1

r′η+1

]

+
∞
∑

m′=[r/d]+1

∫ ∞

m′d
dr′

1

r′η+1 = (C.8)

= o
(

1

r2+l

)

(C.9)

dove abbiamo indicato con [r/d] la parte intera di r/d e nell’ ultima uguaglianza
abbiamo sfruttato il fatto che per r → ∞ r ≫ d e possiamo sostituire

∑

m . . . con
(r/d)

∫

d(md/r) . . . 1.

1Nel limite r → ∞ ∑

m f(md
r ) =

r
d

∑

n f(n)∆n con n = md
r e ∆n = d

r → 0 e tale somma (se
f(x) non varia apprezzabilmente per x in ∆n) tende a r

d

∫

dxf(x).



Appendice D

Andamento asintotico del termine
a (n+1) corpi nelle BGY - 2 -

In Questa appendice dimostriamo che assumendo valida le ipotesi (ii) e (iii) della
proposizione 1 nella sottosottosezione ’Tipo di clustering compatibile con le equazioni
di equilibrio’ a pagina 115 abbiamo:

∑

m,m′

∫

dr′Fr(Rm −R′
m′)ρT (Rm, R

′
m′ , O) = o

(

1

rp−2

)

. (D.1)

Concluderemo l’ appendice con l’ appicazione della dimostrazione al caso del singolo
piano.

Dimostrazione: Divido lo spazio nei tre seguenti dominii:

D1 = {|y| ≤ |x|, |y| ≤ |y − x|} (D.2)

D2 = {|y − x| ≤ |x|, |y − x| ≤ |y|} (D.3)

D3 = {|x| ≤ |y|, |x| ≤ |y − x|} (D.4)

(D.5)

dove x = Rm ≡ (r, md). Avremo allora che:

∞
∑

m′=−∞

∫

dr′ . . . =
3
∑

i=1

∑

m′∈Di

∫

Di

dr′ . . . (D.6)

Iniziamo da D1 (che è uguale al caso di D2):

|
∑

m′∈D1

∫

D1

dr′F (Rm −R′
m′)ρT (Rm, R

′
m′ , O)| ≤ (D.7)

≤
∑

m′∈D1

∫

D1

dr′
|ρT (Rm, R

′
m′ , O)|

(r− r′)2 + (m−m′)2d2
≤ (D.8)

≤
∑

m′∈D1

∫

D1

dr′
M(|R′

m′ |)ρTm(r)

|R′
m′ − Rm|2

≤ (D.9)
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≤ A

|Rm|p
∑

m′∈D1

∫

D1

dr′
M(|R′

m′ |)
|R′

m′ − Rm|2
≤ (D.10)

≤ A

|Rm|p
∑

m′∈D1

∫

D1

dr′
M(|R′

m′ |)
|R′

m′ |2
≤ (D.11)

≤ A

|Rm|p
∫

|R′|≤|Rm|
d(3)R′M(|R′|)

|R′|2 (D.12)

Poichè M(t) va a zero per t→ ∞ allora:

∫

|R′|≤|Rm|
d(3)R′M(|R′|)

|R′|2 = o(|Rm|) (D.13)

quindi ricaviamo:

∑

m′∈D1

∫

D1

dr′F (Rm −R′
m′)ρT (Rm, R

′
m′ , O) ≤ o

(

1

|Rm|p−1

)

(D.14)

Otteniamo cos̀ı la (D.1) osservando che nel limite r → ∞ abbiamo:

∞
∑

m=−∞
o

(

1

|Rp−1
m |

)

= o
(

1

rp−2

)

(D.15)

Su D3 avremo :

|ρT (Rm, R
′
m′ , O)| ≤M(|Rm|)ρT (|R′

m′ − Rm|) (D.16)

Allora per Rm ∈ D3 e |R′
m′ − Rm| grande avremo:

|
∑

m′∈D3

∫

D3

dr′F (Rm −R′
m′)ρT (Rm, R

′
m′ , O)| ≤ (D.17)

≤M(|Rm|)
∑

m′∈D3

∫

D3

dr′
1

|Rm − R′
m′ |p+2

≤ (D.18)

≤M(|Rm|)
∫

|R|>|Rm|
d3R′ 1

|R′|p+2
= (D.19)

=
4πM(|Rm|)

(p− 1)|Rm|p−1
= o

(

1

|Rp−1
m |

)

(D.20)

Nel caso particolare di un solo piano ricaviamo dalla precedente analisi che sotto
le seguenti ipotesi:

(i) Per r grande ρT (r) = A/rp + o(1/rp) e ρT (r) integrabile sul piano (con p > 2).

(ii) Per r grande:

|ρT (r, r′, O)| ≤M(t)|ρT (r)|, t = min(|r − r′|, |r|) (D.21)

con limt→∞M(t) = 0 , (D.22)
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Allora troviamo:

∫

R2
dr′Fr(r− r′)ρT (r, r

′, O) ∝ o(
log r

rp
) (D.23)

Dalle BGY per il 2DJ tra la funzione di correlazione a due ed a tre corpi ricaviamo
allora che il campo elettrico in eccesso per il sistema del singolo piano deve avere un
andamento asintotico a grandi r del tipo o( log r

rp
).



Appendice E

Formalismo utile per l’ approccio
al jellium quantistico

Prendiamo come sistema di riferimento un jellium tridimensionale quantistico com-
posto da N elettroni in un volume Ω. Vogliamo definire le quantità rilevanti per lo
studio di tale sistema e le equazioni di equilibrio che esse devono soddisfare. A tale
scopo useremo la rappresentazione della seconda quantizzazione in cui indichiamo
con ψ†

σ(r) e ψσ(r) gli operatori rispettivamente di creazione e di distruzione di un
elettrone di spin σ situato nel punto dello spazio tridimensionale r ≡ (x, y, z) che
soddisfano le regole di anticommutazione caratteristiche dei fermioni:

[ψ†
σ′(r′), ψσ(r)]+ = ψ†

σ′(r′)ψσ(r) + ψσ(r)ψ
†
σ′(r′) = δσ′,σδ(r− r′) , (E.1)

[ψ†
σ′(r′), ψ†

σ(r)]+ = [ψσ′(r′), ψσ(r)]+ = 0 . (E.2)

Gli operatori di creazione e di distruzione di un elettrone nello stato con impulso
p ≡ (px, py, pz) e spin σ, rispettivamente a†p,σ e ap,σ, sono legati ai precedenti da una
trasformata di Fourier:

ψσ(r) =
1√
Ω

∑

p

ap,σe
ipr (E.3)

ap,σ =
1√
Ω

∫

Ω
drψσ(r)e

−ipr , (E.4)

ed analogamente per gli Hermitiani coniugati. Adotteremo inoltre la convenzione
di sottointendere una somma su tutti gli stati di spin quando è omesso l’ indice di
spin. Possiamo cos̀ı introdurre per il sistema di elettroni puntiformi di massa m e
carica e la densità in numero 1:

N(r) =
N
∑

i=1

δ(r− q̂i) = ψ†(r)ψ(r) ovvero Np =
∑

q

a†qaq+p , (E.5)

1L’ operatore numero di elettroni nello stato con impulso p verrà indicato con np = a†pap
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la densità di corrente:

J(r) =
∑

i

e

2m
[p̂iδ(r− q̂i) + δ(r− q̂i)p̂i] ovvero Jp =

∑

q

q

m
a†qaq+p (E.6)

=
ih̄

2m
[(∇ψ†(r))ψ(r)− ψ†(r)(∇ψ(r))] , (E.7)

dove stiamo indicando con q̂i e p̂i per i = 1, . . . , N gli osservabili impulso e posizione
degli N elettroni.

L’ Hamiltoniana H del sistema è la somma dell’ energia cinetica K e dell’ energia
potenziale U . Abbiamo:

K =
∫

Ω
drψ†(r)

[

− h̄2

2m
∇2

]

ψ(r) ovvero K =
∑

q

h̄2q2

2m
a†qaq , (E.8)

U =
1

2

∫

Ω
dr
∫

Ω
dr′φc(r− r′) : c(r)c(r′) : ovvero (E.9)

U =
1

2Ω

∑

q 6=0

φc(q)
∑

k

∑

k′

a†k+qa
†
k′−qak′ak , (E.10)

dove abbiamo indicato con c(r) = eN(r)− ρf la densità di carica totale del sistema
(ρf = N/Ω è la densità di carica del fondo fisso uniforme neutralizzante). Con : . . . :
indichiamo l’ ordinamento di Wick che tiene conto della eliminazione del contributo
dell’ interazione di un elettrone con se stesso. Con φc(r) = 1/|r| indichiamo il
potenziale Coulombiano tra due elettroni.

Nei sistemi quantistici è importante distinguere due tipi di regole di somma che
sono concettualmente diversi. Il primo si riferisce allo schermo di cariche esterne
classiche, mentre il secondo è legato allo schermo delle cariche del sistema stesso.
Solo le regole di somma di quest’ ultimo tipo hanno una pura natura quantistica.

Di solito lo schermo di cariche esterne si analizza con la teoria della risposta
lineare. Per illustrare questo metodo in un caso semplice supponiamo di perturbare
il jellium aggiungendo dall’ esterno una carica statica puntiforme eo nell’ origine.

L’ energia potenziale di accoppiamento (H
+eo−→ H + Uo) tra la carica esterna ed il

jellium è:

Uo = eo

∫

dr
c(r)

|r| . (E.11)

Al primo ordine in eo troviamo 2:

< A >eo=< A > −eo
∫

dr
1

|r|
∫ β

0
dτ < cτ (r)A >T , (E.14)

2Per ricavare la (E.14) abbiamo sviluppato e−β(H+Uo) in potenze crescenti di eo. Questo si
realizza ricordandoci che in generale per due operatori A e B vale l’ identità:

eA+B = eA
∞
∑

n=0

∫ 1

0

dx1 . . . dxnT (B(x1) · · ·B(xn)) , (E.12)
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dove< A >eo (rispettivamente < A >) è la media (nel limite di volume infinito) di un
osservabile A nello stato di equilibrio termico perturbato (inperturbato) nell’ insieme
gran-canonico alla temperatura inversa β e potenziale chimico µ. Il valore di aspet-
tazione troncato di n osservabili A1, . . . , An locali è definito come < A1, . . . , An >T

= < (A1− < A1 >) . . . (An− < An >) >. Infine indicando con Aτ = eτHAe−τH ,
data una coppia di osservabili locali A e B, definiamo la quantità < AτB > (una
funzione di Green a tempo imaginario (ITGF)) come:

< AτB >= lim
Ω→R3

1

ZΩ
TrΩ(e

βµNe−(β−τ)HAe−τHB) , 0 ≤ τ ≤ β , (E.15)

con ZΩ la funzione di gran-partizione ed N il numero totale di particelle.
Possiamo allora introdurre la funzione di risposta densità-densità:

χ(r|r′) =
∫ β

0
dτ < cτ (r)c(r

′) >T , (E.16)

che in termini della funzione di risposta ritardata [90]

χ(r; t|r′; 0) = i

h̄
θ(t) < [c(r; t), c(r′; 0)] >T , (E.17)

con c(r; t) = cτ=it/h̄(r), θ(t) la funzione di Heaviside e [. . . , . . .] il commutatore
ordinario, si riscrive 3:

χ(r|r′) =
∫ ∞

−∞
dtχ(r; t|0; 0) . (E.21)

È interessante cercare le regole di somma delle funzioni di risposta più generali:

χ(r|A) =
∫ β

0
dτ < cτ (r)A >T , (E.22)

dove B(x) = e−xABexA e T è il prodotto T-ordinato:

T (B(x1) · · ·B(xn)) ≡
1

n!

n
∑

i1 6=...6=in

θ(xi1 − xi2) · · · θ(xin−1
− xin)B(x1) · · ·B(xn) . (E.13)

Se A e B commutano B(x) = B e si ha eA+B = eAeB
3Partendo dalla definizione (E.16) abbiamo:

χ(r|r′) =
∫ ∞

0

dτ < cτ (r)c(r
′) >T −

∫ ∞

β

dτ < cτ (r)c(r
′) >T (E.18)

=

∫ ∞

0

< [cτ (r, )c(r
′)] >T . (E.19)

Prendendo formalmente la continuazione analitica di cτ a τ = it
h̄ e cambiando variabili di inte-

grazione abbiamo:

χ(r|r′) = i

h̄

∫ ∞

0

dt < [c(r; t), c(r′; 0)] >T , (E.20)

da cui segue (E.21)
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dove A è un generico osservabile locale.
Le condizioni di equilibrio per le ITGF sono: l’ equzione di ’Kubo-Martin-

Schwinger’ (KMS)

< AτB >=< Bβ−τA > con 0 ≤ τ ≤ β , (E.23)

e le “equazioni del moto” per tempi immaginari

d

dτ
< AτB >=< [H,A]τB >=< Bβ−τ [H,A] > . (E.24)

Dalla (E.24) prendendo A = c(r) si ottiene “l’ equazione di continuità” e prendendo
a = J(r) si ottiene “la legge della forza”, l’ analogo quantistico delle BBGKY (vedi
sezione II in [137]).

Per studiare le proprietà di schermo interno tra gli elettroni quantistici si deve
considerare le correlazioni carica-carica statiche (la funzione di struttura quantis-
tica):

S(r|r′) =< c(r)c(r′) >T . (E.25)

Più in generale si introduce la funzione di correlazione (simmetrizzata):

c[r|A] = 1

2
< c(r)A+ Ac(r′) >T , (E.26)

che si può interpretare come una densità di carica in eccesso in uno stato condizionato
dall’ avere specificato un osservabile locale A. Se A = N(r1) · · ·N(rn) è un prodotto
di densità, con r1 6= . . . 6= rn, la quantità c[r|N(r1) · · ·N(rn)] = c(r|r1 . . . rn) ha
la stessa espressione della densità di particelle in eccesso classica (4.15), in termini
delle funzioni di distribuzione ridotte. Queste ultime sono la parte diagonale nella
configurazione delle matrici densita ridotte (RDM) definite da:

ρ(r1 . . . rn|r′1 . . . r′n) =< ψ†(r1) · · ·ψ†(rn)ψ(r
′
n) · · ·ψ(r′1) > . (E.27)

Le equazioni del moto per le RDM si scrivono (vedi sezione II di Ref. [142]):

−(H(Q)−H(Q′))ρ(Q|Q′) =
∫

dr





k
∑

i=1

φc(ri − r)−
l
∑

j=1

φ(r′j − r)



×

×[ρ(Q, r|Q′, r)− ρ(Q|Q′)ρ(r|r)] , (E.28)

dove abbiamo indicato con Q ≡ (r1 . . . rk) e con Q ≡ (r′1 . . . r
′
l).

Se A è un osservabile che non dipende soltanto dalla configurazione spaziale
degli elettroni la (E.26) coinvolge la parte fuori diagonale delle RDM. È interessante
conoscere quali regole di somma sono verificate dalle (E.26) e (E.22) ossia dalle
ITGF e dalle RDM.
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Classicamente le funzioni (E.16) e (E.25) coincidono. In meccanica quantistica
non c’ è nessun legame diretto tra esse. Comunque, dalle definizioni date, ci accor-
giamo che la trasformata di Forutier spazio temporale della funzione χ(r − r′; t) =
χ(r; t|r′; 0) definita in (E.17) è legata all’ integrale sulle frequenze della trasformata
di Fourier spazio temporale S(k;ω) della funzione di struttura dipendente dal tempo
del sistema omogeneo S(r− r′; t) = S(r; t|r′; 0) =< c(r; t)c(r′; 0) >T :

χ(k;ω) = −1

h̄

∫ ∞

−∞

dω′

2π

[

S(k;ω′)− S(−k;−ω′)

ω − ω′ + i0+

]

, (E.29)

dove 0+ è un infinitesimo positivo ed abbiamo usato il fatto che la trasformata di
Fourier della funzione di Heaviside θ(t) è i/(ω+ i0+). Sappiamo inoltre dal teorema
del bilancio dettagliato che S(−k;−ω) = e−h̄βωS(k;ω) (vedi appendice 5 in [90]).
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