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I. TERMODINAMICA

In un sistema ad una componente il primo principio della termodinamica

dE = TdS — PdV + pudN,
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(1.1)

specifica la variazione nell’ energia interna E dovuta a piccole variazioni indipendenti dell’ entropia S, del volume V' e
del numero di particelle N. Il secondo principio afferma che per un sistema chiuso con energia E, volume V' e numero
di particelle IV, I’ entropia S &€ massima quando il sistema € in equilibrio. L’ equazione mostra come 1’ energia
interna sia una funzione termodinamica di queste tre variabili, F = E(S,V, N), e che la temperatura T, la pressione
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P ed il potenziale chimico u dipendono dalle derivate parziali di E' secondo,

r- (gfs)vz\r’ -
o (gg)w, (1.3)
re <§Z€>sv. 4

L’ energia interna e utile per studiare processi isoentropici. A volte puo’ essere conveniente passare tramite una
trasformazione di Legendre alle variabili (T, V, N) o (T, P, N). Le funzioni termodinamiche risultanti sono 1’ energia
libera di Helmholtz F(T,V,N) e |’ energia libera di Gibbs G(T, P, N), definite come

F = FE-TS, (1.5)
G = E-TS+PV. (1.6)
I differenziali di queste due equazioni si ricavano immediatamente dalla come segue
dF = —S5dI'— PdV + pdN, (1.7)
dG = —S8dT' + VdP + pdN, (1.8)

che dimostra come F' e G siano funzioni termodinamiche delle variabili specificate. In particolare il potenziale chimico

puo essere definito come
OF oG
Y e - (= . 1.9
o= (%)~ (5%, )

Inoltre & spesso importante considerare 1’ insieme delle variabili indipendenti (7', V, u). Una ulteriore trasformazione
di Legendre ci conduce al gran potenziale termodinamico

QUT,V,u)=F —uN=FE—TS8 — uN, (1.10)
col corrispondente differenziale
dQ) = —SdT — PdV — Ndpu. (1.11)

Sebbene E, F, G ed () rappresentino formalmente modi equivalenti di descrivere lo stesso sistema, le loro variabili
indipendenti naturali differiscono in un modo importante. In particolare il set (S,V, N) consiste interamente di vari-
abili estensive, proporzionali alla quantita di materia presente. La trasformazione ad F' e poi a G ed 2 puo essere
interpretata come una riduzione del numero di variabili estensive a favore di quelle intensive che sono indipendenti
dalla quantita totale di materia. Questa distinzione tra variabili estensive e variabili intensive conduce ad un impor-
tante risultato. Considerate un cambiamento di scala in cui tutte le quantita estensive (incluse E, F, G ed Q) sono
moltiplicate per un fattore A. Per I’ energia interna si trova per esempio

AE = E(AS, \V, AN). (1.12)

Differenziando rispetto a A e ponendo A =1 si trova

ok ok ok

Questo & una conseguenza del teorema di Eulero sulle funzioni omogenee. Le rimanenti funzioni termodinamiche si
trovano allora immediatamente come

F = —PV + uN, (1.14)
G = uN, (1.15)
Q = —PV, (1.16)

che mostra come il potenziale chimico sia 1’ energia libera di Gibbs per particella.
Per sistemi non additivi in cui ’energia interna non ¢ una funzione omogena lineare puo essere utile definire
ulteriormente

£=E—-TS+PV—uN (1.17)

che ¢ una funzione di sole variabili intensive (T, P, ). Questa funzione termodinamica puo essere utile per esempio
per studiare sistemi con interazioni a lungo raggio. Mentre per sistemi a corto raggio ¢ identicamente uguale a zero.



Il. FLUIDI CLASSICI

Sono quelli in cui I’ energia potenziale Uy ({q;}) delle particelle che costituiscono il fluido rimane approssimativa-
mente costante quando calcolata su cammini {q;(u)|u € [0, 5A]} tali che

b \/2qu (0)]2 S A/V2r

u€(0,8h)

dove A = /27h?/m & la lunghezza d’ onda termica di de Broglie (vedi Sezione 3.1 di Ref. (Feynmanl [1972)), e
nel caso in cui le particelle costituenti siano non puntiformi condizioni analoghe devono essere soddisfatte rispetto al
cammino sulle orientazioni delle particelle sostituendo alla massa m il momento di inerzia rilevante.

Per determinare le proprieta termodinamiche del fluido € necessario calcolarne la funzione di partizione utilizzando
uno dei tre insiemi statistici: il microcanonico, il canonico od il gran-canonico (il logaritmo di tali funzioni & pro-
porzionale all’ entropia, energia libera di Helmholtz e gran potenziale termodinamico rispettivamente). Se il modello
matematico del fluido ammette un limite termodinamico, cioé se le sue proprieta termodinamiche rimangono ben
definite nel limite

N
V =00 p= V= costante

allora i tre insiemi statistici diventano equivalenti in tale limite. Inoltre € solo in tale limite che eventuali transizioni
di fase possono manifestarsi.

E raro trovare dei modelli di fluidi classici per i quali la funzione di partizione si possa calcolare analiticamente.
Alcuni esempi sono forniti da fluidi unidimensionali quali (Lieb and Mattis, [1966)

(i) quello con interazioni a primi vicini (Salsburg et al, [1953)

N-1

= Z v(|zipr — @)

i=1
(ii) quello con (modello di Kac-Backer) (Lieb and Mattis| [1966)

v(z1,22) X e V1=

(iii) quello con (modello di S. F. Edwards) (Lieb and Mattis, |1966)

v(x1, T2) < min(xy, x2)

o da fluidi bidimensionali quali il plasma ad una componente di carica ¢, le cui particelle interagiscono tramite un
potenziale Coulombiano che produce un campo con linee di forza che non escono dal mondo bidimensionale in cui
queste vivono

v(q1,qz2) o< In(y|qr — qz)

la cui funzione di partizione si calcola analiticamente (B. Jancovici) quando 8¢? = 2 (Jancovicil, [1981).
Dato un fluido classico di N particelle identiche di massa m soggette ad un campo esterno ¢(q), confinate in una
regione € di uno spazio Riemanniano di dimensione d e metrica g,5(q) con Hamiltoniana

Hy = Tn +UN

TN = Zg Oh pmng
N

Uy = Un({a}) + Y dlai)
i=1

la densita di probabilita di trovare il sistema di particelle, in equilibrio termico ad una temperatura inversa 3, nelle
posizioni ¢ = (qi,...,qx) e con impulsi p~ = (p1,...,pn) &

N
1f]i— 2(q:) _
F(a¥,p",N) = 67Hh7l}VJ\(f!Z)e AT +UN)
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dove z(q;) = ePlr=¢@] con eP* 1a fugacita e p il potenziale chimico. Il fattore di normalizzazione © ¢ la funzione di
partizione dell’ insieme gran-canonico

I %) -
O(u, V, T) Z/dq /de hd}vN, T +0N)

NHz 1 %(a:) —BUn
TN €

I
b
3\

= €

dove dvl = dvi---dvy con dv; = \/det||gas(q:)]] Hizl dg®* elemento infinitesimo di volume dello spazio, A =
\/2mBh? /m lunghezza d’ onda termica di de Broglie, V' volume di Q e P pressione.

L’ energia potenziale del fluido puo in generale essere una funzione complicata delle coordinate delle particelle: cioe
non scrivibile in termini di funzioni di un numero ridotto di coordinate. Pero, poiche le interazioni elementari in
natura (quella forte, elettromagnetica, debole e gravitazionale) sono interazioni di coppia, possiamo sempre ridurre lo
studio di un fluido complicato a quello di un fluido semplice con

Un({ai}) = > v(an,am)

n<m
Una caratteristica importante di un fluido non ideale (cioé con Uy # 0) & quella di possedere una struttura
determinata dalla conoscenza delle sue funzioni di correlazione ad n—corpi

n

1 e
(n) _ )=
P (a1, dn) il;[lz(q )6 ECARRECS

Se il fluido & omogeneo (cio¢ invariante sotto traslazioni) si ha

pM(q1) = p densith
p(2)(q1, q2) = p?g9(qi —q2) densita di probabilita di trovare una particella in q; ed una in g

Il pit semplice esempio e fornito dal fluido di sfere dure nello spazio Euclideo

| 4oo a1 —qz| <o
v(an, q2) = { 0 altrimenti (2.1)

dove o ¢ il diametro delle sfere. In questo caso le funzioni di correlazione non si riescono a calcolare analiticamente
(quando la dimensione dello spazio & maggiore di 1) ma solo numericamente o con metodi approssimati e si trova la
Fig. |1| (Hansen and McDonald} [1986)) che mostra come attorno a ciascuna sfera si alternino regioni ad alta e bassa
densita di particelle con un addensarsi di particelle nelle immediate vicinanze di ciascuna sfera.

Sebbene da un punto di vista teorico (Balescu,|1975) la conoscenza della struttura richieda quella dell’ intero vettore
(,0(1), p@ pB3) o p) .) da un punto di vista pratico la p) gioca un ruolo privilegiato essendo estraibile tramite
trasformata di Fourier dalla sezione d’ urto differenziale di esperimenti di diffusione di particelle sul fluido.

Se nel limite termodinamico le funzioni di correlazione rimangono ben definite, esse devono soddisfare alle equazioni
all” equilibrio gerarchiche di Born, Green ed Yovn (Born and Greenl (1949;|Yvon,|1935,(1969). D’ altra parte € possibile
introdurre delle funzioni di correlazione connesse (o di Ursell o a ’cluster’ o irriducibili)

6" In©
M(qu,...,qn) = : 2.2
P an) = S S otan) (22)
con la proprieta che
n d=sup, ; |q;—q;|—00
( )(QM,Qn) J—> 0 (23)

Essendo in generale ignota la legge di decadimento delle funzioni di correlazione connesse ¢ sempre possibile formulare
una ipotesi 'educata’ di decadimento al fine di determinare quali relazioni tra le funzioni di correlazione conseguano
dalle equazioni gerarchiche. Queste relazioni sono generalmente chiamate 'regole di somma’ (Martin, [1988)).
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FIG. 1 Disegno della funzione di distribuzione di coppia per un fluido di sfere dure.

L’ utilizzo dell’ insieme canonico al posto del gran canonico non pone difficolta aggiuntive (Lebowitz and Percus|
1961)).

Un’ altra proprieta importante di un fluido & la sua capacita di ammettere o meno una fase liquida. Affinche cio sia
possibile ¢ necessaria (ma non sufficiente) la presenza di una componente attrattiva nella forza di interazione tra le
particelle (per esempio il fluido di sfere dure ammette una sola fase fluida). Si avra qualitativamente quanto descritto
in Fig. 2]

Un esempio di fluido semplice che ammette una fase liquida & il fluido neutro di sfere dure uniformemente cariche
(Stell et all|1976]). Per esempio una miscela a due componenti composta da sfere di specie 1 di densita p/2 e carica
Z1q e sfere di specie 2 di densita p/2 e carica Zaq. In questo caso il potenziale di coppia tra una sfera di specie ¢ ed
una di specie j sara

40 4 —q;| <o
vij(di, q;) = { Z:Z;q*/|a; — q;| altrimenti

con Z1 = —ZQ =1.
Un fluido di sfere dure con interazione attrattiva algebrica (Camp) [2003)

+0o lar —qz| <o
—e(d/|q1 — q2)*T" altrimenti

o(qr, q2) = {

perde la fase liquida per v 2 5.
Un fluido di sfere dure con interazione di Yukawa attrattiva (Hagen and Frenkel, |1994))

( ) = +00 a1 —q2| <o
vl Q2) = —egekrUmla=a21/9) /lq; — q| altrimenti

perde la fase liquida per ko 2 6.

Questi esempi mostrano come per 1’ esistenza della fase liquida sia anche necessario che la componente attrattiva
del potenziale di coppia sia sufficientemente a lungo raggio.

Per esempio per il fluido di sfere dure adesive (R. J. Baxter) (Baxter, [1968a) il cui potenziale di coppia ¢ definito
tramite il fattore di Boltzmann come

3 g
e Bu(ar,az) — @(lql — q2| — 0') + Eé(‘ql - Q2| - J)

dove O ¢ la funzione scalino di Heaviside, § la delta di Dirac e 7 una temperatura ridotta, la fase liquida non esiste. Al
diminuire della temperatura ridotta, il fluido tende a stare in equilibrio con una fase costituita da agglomerati di sfere
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FIG. 2 Diagrammi di fase tipici: G-fase gassosa, F-fase fluida, L-fase liquida e S-fase solida

in contatto le une con le altre (fase vetrosa). Quando 7 & sufficientemente piccola o p sufficientemente grande, tali
agglomerati sono formati da un numero di sfere che & una frazione del numero totale di particelle, e si ha il fenomeno
della percolazione. Il punto critico della curva di coesistenza fluido-fluido € nella regione del diagramma di fase in cui il
fluido ¢ in uno stato percolante, e la transizione fluido-fluido ¢ metastabile (Miller and Frenkel, [2003)). Seppur questo
fluido sia termodinamicamente instabile (in dimensione 3 tutti i coefficienti del viriale oltre 1’ undicesimo divergono,
in due dimensioni tutti quelli oltre il sesto (Stell, |1991) mentre in una dimensione & stabile ed esattamente risolubile)
una polidispersione in dimensione piccola a piacere rende il fluido termodinamicamente stabile ed & per questo motivo
che il fluido e studiabile mediante simulazioni al computer.

Per un fluido ad una componente (formato cioé da particelle identiche) la sola condizione per una instabilita di fase
¢ il divergere della compressibilita isotermica xr = — (0V/9P)y y /V. Tale instabilita, anche chiamata instabilita
meccanica, ¢ associata alla transizione di fase gas-liquido o condensazione. Per un fluido a pit componenti (una
miscela) la caratterizzazione delle instabilitd termodinamiche ¢ piu ricca. Per esempio una miscela binaria diventa
termodinamicamente instabile quando si annulla (82G/8x2)T7 PN /xT, dove G & I’ energia libera di Gibbs ed z la

concentrazione di una delle due specie. In questo caso quando si annulla 1/x7, il fluido ha una instabilita di pura
condensazione associata ad una separazione tra una fase ad alta densitd ed una a bassa densita ma con stessa

. . . 2 2 _ . . . RN .
concentrazione; quando si annulla (02°G/92?) PN € 6 = (0V/0z) p n /V diverge, si ha ancora una instabilita di
pura condensazione, se d si annulla, si ha una instabilita di pura consoluzione, associata ad una separazione tra una
fase ad alta concentrazione ed una a bassa concentrazione, con stessa densita. Al variare di § tra 0 ed oo, il tipo di

instabilita varia con continuita da quella di pura consoluzione a quella di pura condensazione.

11 solo fluido con forze repulsive per il quale ¢ stato possibile provare 1’ esistenza di una transizione di fase, ¢ quello
di Widom-Rowlinson: una miscela binaria in cui le particelle di tipo A hanno un’ interazione di tipo sfera dura con
quelle di tipo B, ma non c¢’¢ nessuna interazione tra due particelle di tipo A o due di tipo B. Si dimostra che tale
fluido ha una instabilita di consoluzione. Se le particelle di tipo B sono invisibili il risultante sistema di particelle A
fornisce un modello per una transizione gas-liquido (Ruelle, [1971)).



Una estensione del modello di Widom-Rowlinson ¢ il fluido di sfere dure non-additive: una miscela dove le particelle
di specie 7 sono sfere di diametro ¢; con una interazione di coppia tra una sfera di specie 7 ed una di specie j data da

o Ao g —qj] <oy
Vij (qla qj) - { 0 altrimenti

dove
Tij = { (1+ Ajj)(os 4+ 05)/2 altrimenti
Le sfere si dicono additive quando tutti i A;; sono nulli.

Puo capitare di dover studiare un fluido nel quale le proprieta delle particelle (dimensione, massa, carica, ...)
{¢&;} variano in maniera continua (Sollich, 2002)). Un tale fluido, chiamato polidisperso, pud essere descritto come una
miscela con un numero infinito di componenti. Esso sara caratterizzato da una funzione di distribuzione nelle proprieta
delle particelle z({&;}), tale che x({{;}) ][, d& rappresenta la frazione di quelle particelle che hanno la proprieta &;
compresa nell’ intervallo (§;,&; + d&;), per ogni i. Il problema della coesistenza di due fasi per tale fluido & complicato
dal fatto che le proprieta termodinamiche sono dei funzionali di tale funzione di distribuzione. A volte puo capitare
che I energia libera del fluido dipenda da z solo attraverso un numero finito di suoi momenti p§”> = [&ra ], d&.
Quando cio accade si dice che I’ energia libera ¢ troncabile ed il problema si semplifica notevolmente. Le curve di
coesistenza (binodali) delle due fasi figlie, dipenderanno, in generale, dalla densita e dalla funzione di distribuzione
della fase parente (quella in cui si trova il fluido prima della transizione), ed ammetteranno un punto critico solo
per una particolare scelta di queste. Le funzioni di distribuzione delle fasi figlie saranno diverse tra loro e da quella
parente. Questo fenomeno ¢ chiamato frazionamento.

Un altro caso importate € quello di un fluido dove le particelle interagiscono attraverso un potenziale di coppia non
a simmetria sferica v(Q1, Q2), dove Q; = (q;,£2;) con q; la posizione della i-esima particella ed ©; la sua orientazione
nello spazio. In generale €; sara scrivibile come Q; = («y, 5;,7i) con ay, 5; € ; gli angoli di Eulero che determinano
I’ orientazione della particella.

Il caso piu semplice ci si puo presentare ¢ quello di particelle a simmetria assiale, per le quali I’ orientazione nello
spazio ¢ determinato da soli due angoli (quelli che determinano 1’ orientazione dell’ asse di simmetria). Un esempio &
fornito dal fluido di sfere dure dove ciascuna sfera ha una distribuazione di carica con tutti i momenti di multipolo
nulli ad eccezione del dipolo. In questo caso si avra

+00 lar —qz| <o

v(Q1,Q2) = —%[3(@1%)(,}2-%)—@1-@2] altrimenti (24)

dove pji; ¢ il momento di dipolo della sfera i-esima, r = q1 — q2 ed 7 = r/r (Camp et al.l [1999; Tlusty and Safran,
2000)).

Altri casi che possono presentarsi sono per esempio forniti da un potenziale di coppia v(1,2) definito come segue.
Si parte da

+00 O<r<o,
€(1,2)
= — <r< .
BV (1,2) ln[ 2 R—O‘:| c<r<R, (2.5)
0 r>R,

dove 8 = 1/(kgT), o ¢ il diametro delle sfere ed €(1,2)/7 & un coefliciente di adesione adimensionale. Definiamo
v(1,2) attraverso il seguente limite sul fattore di Boltzmann e,

1,2
e(1,2) = expl—Au(1,2)] = lim exp[—BV(1,2)] = O(r1z — o) + LD T 500, — o) (2.6)
R—o T 12
Dove si puo’ scegliere per esempio
€(1,2) = 1 if éipl) ~f'.12 > cosd and — égm) - T12 > cosd per qualche (p1,ps2) (2.7)
0 altrimenti

dove il vettore unitario éz(-p ) identifica la direzione dal centro della particella i al centro della “patch” p sulla superficie

della sfera (p = 1,...,n, il numero totale di “patches”). Oppure da

€(1,2) =1+ aD(1,2), (2.8)



D(1,2) = D(Ql’QQ’QT) = 3(111 . f‘)(UQ . f‘) — U * U2 (29)

La conoscenza della struttura del fluido permette di determinare le sue proprieta termodinamiche (mentre I’ oper-
azione inversa non & possibile in generale). Le quattro pincipali strade che permettono di trovare I’ equazione di stato
dalla funzione di distribuzione di coppia sono (in R? e per potenziali a simmetria sferica):

(i) La via dell’ energia. Si calcola I’ energia interna U

N N
u=U/N = % + <ZZv(qi,qj)> = % + g /drg(r)v(r) (2.10)

i=1 j<i

Dove r = |q1 — q2|- Si trova quindi la pressione da

<8§;§D)v =/ (gZ)T (2.11)

(#i) La via dell’ energia libera. Si calcola I’ energia libera di Helmholtz A®* in eccesso

1
A /N = AF/N + g/ d)\/drg,\(r)vf\(r)
0

Dove il potenziale di coppia dipende da un parametro A in modo tale che A§* e il valore dell’ energia libera
quando A = 0, un valore di riferimento, e A°* il valore quando A = 1, cioe’ quando il potenziale di coppia &
quello del fluido che si vuole studiare. Si trova quindi la pressione tramite

8Aex
P“<8V>T

5713 =1- g7rp/0 Wg(r)r3 dr

(7i1) La via del viriale.

(iv) La via della compressibilita.

9BP\  _ g1y XT
<8P)TS (0)7XT

dove X9 = B/p ¢ la compressibilita del gas ideale e S(k) = 1 + ph(k) & il fattore di struttura statico, con
h(k) = [ h(r)e*dr e h(r) = g(r) — 1 la funzione di correlazione totale

Come abbiamo gia avuto modo di osservare e raro trovare un fluido di cui si sia in grado di determinare la struttura
analiticamente. Per questo motivo altri metodi sono stati sviluppati. Questi cadono generalmente nelle seguenti tre
categorie: (i) teoria delle equazioni integrali, (i) teorie delle perturbazioni e (iii) metodi numerici.

I metodi numerici anche chiamati esperimenti o simulazioni al computer, sono di due tipi: di dinamica molecolare
o di Monte Carlo. Dovendo necessariamente lavorare con un numero finito N, di particelle, di solito cio che si studia,
¢ il fluido che si ottiene riempiendo tutto lo spazio con copie identiche del sistema di N particelle nel volume V'
(la scatola di simulazione) giustapposte e con pareti immateriali (le cosi dette condizioni periodiche al contorno di
Born-von Karman). Nelle simulazioni di dinamica molecolare si calcola 1’ evoluzione temporale q;(t), p;(t) di ciscuna
particella e si sostituiscono le medie d’ insieme, cioe gli integrali sullo spazio delle configurazioni, con medie temporali
(si usa cioe 1" ipotesi ergodica della fisica statistica). Nelle simulazioni di Monte Carlo si calcolano direttamente le
medie d’ insieme ricoprendo lo spazio con punti stocastici la cui funzione di distribuzione in probabilita coincide con
la densita di probabilita del fluido.

La teoria delle equazioni integrali presuppone che il fluido ammetta un limite termodinamico ben definito e si basa
su relazioni esatte tra le funzioni di correlazione. La piu semplice tra queste & quella di Born-Green-Yvon, che mette
in relazione il gradiente della n—esima rispetto alle coordinate di una particella con 1’ integrale della (n + 1)—esima



moltiplicata per una funzione che dipende solo dal potenziale di coppia. Per estrarre informazioni sulla struttura
¢ quindi necessario trovare una relazione che approssimi 1’ (n 4+ 1)—esima in termini di quelle ad un minor numero
di corpi. Una tale relazione viene di solito chiamata chiusura. L’ equazione integrale che ne risulta da un risultato
approssimato per la struttura ed in particolare le tre vie termodinamiche all’ equazione di stato danno in generale
risultati diversi (si possono avere cioe delle inconsistenze termodinamiche). Un modo conveniente di scrivere un’
equazione integrale & tramite I’ equazione di Ornstein-Zernike (Hansen and McDonald), [1986])

h(r) = c(r) + p/c(|r —r'\)h(r") dr’

che definisce la funzione di correlazione diretta ¢(r). E inoltre conveniente (Hansen and McDonald, [1986)) la scrittura
1+nh(r) = e~ Bu(r)+y(r)+B(r)
v(r) = h(r) —c(r) funzione di correlazione indiretta

dove la funzione incognita B(r) chiamata funzione ponte, sara, in generale, un funzionale di tutte le funzioni di
correlazione. Una buona approssimazione per B si puo ottenere scrivendola come funzione della sola . Un esempio
di chiusura ¢ I’ approssimazione di Percus-Yevick (PY) (Percus and Yevick, [1958)

B=In(l4+7v) -~

L’ equazione integrale che ne risulta ¢ stata risolta analiticamente quando la dimensione dello spazio & dispari (tramite
la fattorizzazione di Wiener-Hopf od usando le proprieta della trasformata di Laplace) per vari fluidi tra cui: le sfere
dure (Baxter, [1968b; [Thiele], [1963; [Wertheim), [1963,|1964)), il modello di Widom-Rowlinson (Ahn and Lebowitz, [1974) e
le sfere dure adesive (il pit semplice modello sia con attrazioni che con repulsioni che si riesce a trattare analiticamente)
(Baxter} [1968a)). Mentre per le sfere dure non additive tale equazione non ¢ ancora stata risolta analiticamente.

Un’ altra equazione integrale spesso usata nella teoria dei liquidi e quella di “hypernetted-chain” (HNC) che si
ottiene dalla chiusura (van Leeuwen et al., [1959; Morital [1958])

B=0

E’ interessante osservare che assumendo formalmente che y(r) = g(r)e®*") ~ 1 ed applicando la linearizzazione
In [g(r)eﬁ”(”] — g(r)ef*™ — 1, allora I’ equazione integrale HNC diventa la PY. Un vantaggio della HNC ¢ la
consistenza tra la via del viriale e la via dell’ energia alla termodinamica (Fantoni and Pastore] [2003). Uno svantaggio
¢ il fatto che tale equazione integrale puo ammettere soluzioni multiple in certe regioni del diagramma di fase di un
dato fluido in prossimita della spinodale.

Nello studio dei fluidi di sfere dure con code di potenziale v., I’ equazione integrale piu semplice & quella che si
ottiene tramite I’ approssimazione di media sferica, che consiste nell” approssimare la funzione di correlazione diretta
con I’ andamento a grandi r del termine di piti basso ordine della sua espansione in potenze della densita, cioe

c(r)=—Puv(r) r>o

Tale equazione integrale ¢ stata risolta analiticamente per sfere dure con code Yukawiane (Blum and Hgye| [1978)),
uniformemente cariche, uniformemente polarizzate (Wertheim, [1971) e con momenti di multipolo di vario ordine
(Blum, {1972, |1973; |Blum and Torruellal [1972]).

In generale sara necessario risolvere 1’ equazione integrale mediante metodi numerici. Quello usato piu frequente-
mente E I’ algoritmo di Newton-Raphson, mediante il quale si possono trovare le radici comuni dei due operatori non
lineari

Fi(y,¢) = 4 —pe(¥+¢)
F5(vy,¢) = chiusura

dove il cappello sulle funzioni indica la trasformata di Fourier ed una volta discretizzato lo spazio, v e ¢ (funzioni di
r) diventano vettori ad un gran numero di componenti.

1 Picard Algorithm: M. E. Lindeldf, ”Sur I’ application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre”; Comptes rendus hebdomadaires des siances de I’ Académie des sciences” Vol. 114, 1894, pp. 454-457;
Picard e Newton Raphson: M. J. Gillan, Mol. Phys. 38, 1781 (1979), G. M. Abernethy and M. J. Gillan, Mol. Phys. 39, 839 (1980),
S. Labik, A. Malijevsky, and P. Vonka, Mol. Phys, 56, 709 (1985), M. Kinoshita and M. Harada, Mol. Phys. 65, 599 (1988), E. Lomba,
Mol. Phys. 68, 87 (1989), G. Zerah, J. Comput. Phys. 61, 280 (1985)
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La base delle teorie perturbative e la divisione del potenziale di coppia nella forma E|
V=19 +w

dove vg ¢ il potenziale di coppia del sistema di riferimento e w la perturbazione. Il calcolo solitamente avviene in due
fasi. Il primo passo consiste nel calcolare 1’ effetto della perturbazione sulle proprieta strutturali e termodinamiche
del fluido di riferimento. Questo pud essere portato a termine per lo meno in due modi diversi: (i) attraverso un’
espansione in potenze della “temperatura inversa” A

w=XAp AK1
(1) attraverso un’ espansione in potenze di un parametro  che misura il raggio della perturbazione, per esempio in
RB
w(r) =7’o(yr) y<1

Quando ¢ possibile scegliere come sistema di riferimento il fluido di sfere dure (le cui proprieta sono ben note)
questo completa il calcolo. Pil in generale puod capitare (vedi, per esempio, il potenziale di Lennard-Jones) che la
parte repulsiva a corto raggio del potenziale di coppia, da includere in vy, sia una funzione continua. In questo caso
sarad necessario mettere in relazione le proprieta del sistema di riferimento con il fluido di sfere dure. A tale scopo si
pud scrivere il fattore di Boltzmann del sistema di riferimento ey = e~ #%0 come

eg = egs + Ae

dove epg ¢ il fattore di Boltzmann del fluido di sfere dure di diametro o. La funzione Ae avra generalmente la seguente
forma Nel caso in cui ¢ sia piccolo € naturale cercare una espansione delle proprieta del sistema di riferimento attorno

Eo

Ae A -

y

FIG. 3 Funzione “blip”

a quelle del fluido di sfere dure, in potenze di &.

I1l. FLUIDI QUANTISTICI
A. Introduzione (Landau and Lifshitz, [1951)

Come in fisica statistica classica I’ impossibilita di fissare le condizioni iniziali per ciascuna particella di un corpo
macroscopico rende impossibile una descrizione meccanica esatta, cosi in fisica quantistica ¢ impossibile descrivere lo
stato di un corpo macroscopico attraverso una funzione d’ onda ad un qualunque istante.

Inoltre un corpo macroscopico non puo trovarsi in uno stato stazionario per due ragioni fondamentali:

2 D. Henderson and J. A. Barker, in ”Physical Chemistry an Advanced Treatise” edited by H. Eyring, D. Henderson, and W. Jost
(Academic Press), vol. viii-a, ch. 6; la separazione al livello del fattore di Boltzmann ¢ stata studiata da H. C. Andersen, J. D. Weeks,
and D. Chandler, Phys. Rev. A 4, 1597 (1971)
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1. La densita dei livelli nello spettro degli autovalori dell’ energia di un corpo macroscopico € estremamente grande.
Poiche in natura non esistono sistemi esattamente chiusi, una qualunque interazione tra il corpo ed i corpi
circostanti, avra in generale una energia molto piu grande della separazione tra i livelli energetici del corpo.

2. E noto dalla meccanica quantistica che lo stato di un sistema descritto da una funzione d’ onda ¢ il risultato
di un qualche processo di interazione tra il sistema ed un’ altro sistema che obbedisce le meccanica classica in
buona approssimazione (in generale un’ apparato di misura). Sia F 1’ energia del sistema prima dell’ interazione
ed E’' I’ energia del sistema dopo 1’ interazione, allora le incertezze AE, AE’ in E ed E’ sono legate alla durata
dell” interazione At da

|AE" — AE| ~ h/At . (3.1)
In generale AE’ ~ AE. Possiamo allora dire che
AE ~ h/At . (3.2)

Affinche si abbia uno stato stazionario AE’ deve essere pill piccolo della separazione tra i livelli dello spettro del
corpo. Poiche tale separazione & molto piccola dovremmo aspettare un tempo At ~ h/AE’ molto lungo prima
di avere il corpo macroscopico in uno stato stazionario.

Consideriamo adesso un qualunque sistema quantistico chiuso. Definiamo v, (q) 1 suoi stati stazionari (od un
qualunque sistema ortonormale completo di funzioni d’ onda) di energia F,,. Supponiamo che ad un certo istante ¢
il sistema sia in uno stato descritto dalla funzione d’ onda v, con

'Q[} = ZCnd}n(Q) , Cp = Cne_iEntO/h . (33)

Il valor medio di una qualunque quantita f in questo stato e

[ fda =YY CiCmfom (3.4)

n

)

frm

[ vifimda. (3.5)

Supponiamo adesso che il sistema sia un corpo macroscopico. In tale caso non ha piu senso parlare di funzione d’
onda del corpo. Ci accontentiamo allora della descrizione incompleta fornita dalla matrice densita

pn = CCl . (3.6)

Interpretiamo p,,, come gli elementi di matrice di un operatore Hermitiano p (in particolare come p in rappresen-
tazione dell’ energia). Il valor medio di un osservabile f & allora

(fy =tr(pf) - (3.7)
La probabilita di trovare il corpo nello stato n &
0< \/w*q,/;n dgl* = C:Cy = pun - (3.8)
La condizione di normalizzazione e

1= /w*w dg=Y_ Ch, /wwn dg =Y CiCpn=> pnn =tr(p) . (3.9)

Determiniamo 1’ evoluzione temporale per la matrice densita. Si ha

2 (Cr0m) = (B~ B)C3Cm (3.10)
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da cui si trova

0 1
i
= ﬁ Z(pmlHln - Hmlpln) 5 (312)
l
che scritta in forma operatoriale e
2 o= Lot — 1) = L1p. A1) (3.13)
atp - h p p - h p? . .

Si vede cosi che se la derivata temporale della matrice densita ¢ zero, la matrice densita commuta con I’ Hamilto-
niana H. E allora possibile trovare un sistema ortonormale completo di funzioni d’ onda che sono simultaneamente
autovettori per p e per H.

Definiamo un sottosistema di un corpo macroscopico come una parte del sistema che & molto piccola rispetto all’
intero sistema ma pur sempre macroscopica.

Un sottosistema non ¢ un sistema chiuso. Esso interagisce con le altre parti del corpo. A causa del gran numero di
gradi di liberta delle altre parti lo stato di un sottosistema varia nel tempo in modo complesso ed intricato.

Il problema fondamentale della fisica statistica & quello di determinare la distribuzione statistica di un sottosistema
di un corpo macroscopico.

Poiche diversi sottosistemi interagiscono debolmente tra loro allora:

1.E possibile considerarli statisticamente indipendenti: lo stato di un sottosistema non influenza le probabilita
degli stati di un’ altro sottosistema. Se pi2 € la matrice densita del sottosistema composto dal sottosistema 1 e
dal sottosistema 2 si ha

P12 = P1P2 (3.14)
dove p; e la matrice densita del sottosistema .

2. E possibile considerare un sottosistema come chiuso per un intervallo di tempo sufficientemente piccolo. L’
Evoluzione temporale della matrice densita del sottosistema in tale intervallo di tempo &

o i
api - ﬁ[pqu] ) (315)

dove H; & I’ Hamiltoniana del sottosistema i quasi chiuso.

3. Dopo un tempo sufficientemente lungo il corpo raggiunge lo stato di equilibrio statistico in cui le matrici densita
dei sottosistemi devono essere stazionarie. Si deve allora avere

M1 m=0, (3.16)

dove H ¢ I’ Hamiltoniana del corpo macroscopico chiuso. Tale condizione ¢ certamente soddisfatta se

[pi, H] =0, (3.17)
per ogni %.

Troviamo cosi che il logaritmo della matrice densita di un sottosistema ¢ un integrale del moto addittivo del corpo.

Un generico sistema fisico ha solo sette integrali del moto addittivi indipendenti: 1’ energia E, le tre componenti
dell” impulso P e le tre componenti del momento angolare M. La sola combinazione addittiva di queste quantita e
una combinazione lineare del tipo

Inp; = o+ BiH; + ;- Py + 6, - M, (3.18)

per ogni i. Dove f;, v e §; sono coefficienti costanti che possono essere determinati conoscendo I’ energia Fy, I’
impulso Py ed il momento angolare My del corpo chiuso. 11 coefficiente «; & una costante di normalizzazione che puo
essere determinata dalla relazione di normalizzazione trp; = 1.
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Se il corpo macroscopico € confinato in una ’scatola’ esso non € piu uniforme sotto traslazioni e sotto rotazioni e I’
impulso ed il momento angolare non sono piu integrali del moto. Il logaritmo della matrice densita di un sottosistema
¢ allora

Nell” intervallo di tempo in cui il sottosistema puo essere considerato chiuso ¢ possibile diagonalizzare simultanea-

mente p; e H;. Si trova cosi
npl) = a; + BEY (3:20)
dove le probabilita pgf ) = w(E,(f)) rappresentano la funzione di distribuzione in statistica quantistica.

Per formulare matematicamente questa “distribuzione quantistica microcanonica”’ & necessario usare il seguente
argomento. Lo spettro di energia di un corpo macroscopico ¢ “quasi continua”. Allora usiamo il concetto del numero
di stati quantistici di un sistema chiuso che “appartengono” ad un particolare intervallo infinitesimo di valori della
sua energia. Indichiamo con dI' questo numero. Esso gioca lo stesso ruolo dell’ elemento di volume dello spazio delle
fasi dqdp nel caso classico.

Se consideriamo il sistema chiuso come composto da tanti sottosistemi e trascuriamo le interazioni tra di essi,
ciascuno stato dell’” intero sistema puo essere descritto specificando gli stati dei vari sottosistemi ed il numero dI ¢ il
prodotto

dr =[] dr; , (3.21)

dei numeri dI'; degli stati quantistici dei vari sottosistemi.
Possiamo cosi formulare 1’ espressione per la distribuzione microcanonica, scrivendo

dw o §(E — Eo) [ [ drs (3.22)

per la probabilita di trovare il sistema in uno qualunque degli stati dI'.
Se f() & un osservabile del sottosistema 4, il suo valor medio &

(FO) = sV F (3.23)
per I’ indipendenza statistica dei sottosistemi si ha

(FOFE) = (FO) () (3.24)

Sia ora f una quantita fisica addittiva del corpo macroscopico

N
F=>"F9, (3.25)
i=1
dove f (1) & I’ osservabile del sottosistema i che rappresenta la stessa quantita fisica. Si ha allora
A, N Ap
(fy=> (/D). (3.26)
i=1

La fluttuazione quadratica media di f e
(AH? =((F= () = (= (D?, (3.27)

e per I’ indipendenza statistica dei sottosistemi

(Af)?) = <<Z Aﬂ”) > = ((AF9)?) . (3.28)

i=1

Troviamo cosi che se il numero dei sottosistemi componenti il corpo macroscopico aumenta, sia (f) che ((Af)?)
aumentano approssimativamente in proporzione con N. La fluttuazione relativa e allora inversamente proporzionale
aVvN

(an'2

L x 3.29
() 529

5
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B. Entropia

Consideriamo un sistema chiuso per un periodo di tempo lungo rispetto al suo tempo di rilassamento. Questo
implica che il sistema ¢ in completo equilibrio statistico.

Dividiamo il sistema in un gran numero di parti macroscopiche e consideriamo una di queste. Sia p, = w(E,) la
funzione di distribuzione per tale parte. Per ottenere la probabilita W (E)dE che il sottosistema abbia una energia
tra E ed E 4+ dE dobbiamo moltiplicare w(E) per il numero di stati quantistici con energie in questo intervallo.
Chiamiamo I'(F) il numero di stati quantistici con energie minori od uguali di E. Allora il numero richiesto di stati
con energie tra E ed E + dE puo essere scritto

dU(E)
——dE 3.30
~Hap, (3.30)
e la distribuzione di probabilita in energia &
_ dr(E)
La condizione di normalizzazione ¢
/W(E)dE =1. (3.32)

La funzione W (E) ha un massimo ben definito in £ = E. Possiamo definire la “larghezza” AE della curva
W = W(E) con la relazione

W(E)AE =1. (3.33)
o anche
w(E)AT =1, (3.34)
dove
dl'(E)
Al'= ———2AF .
1B , (3.35)

¢ il numero di stati quantistici corrispondenti all” intervallo di energia AFE. Questo € anche chiamato il peso statistico
dello stato macroscopico del sottosistema, ed il suo logaritmo

S =log AT, (3.36)

e chiamato entropia del sottosistema. L’ entropia non puo essere negativa. Il concetto di entropia & tra i pit importanti
in meccanica statistica.

Possiamo scrivere la definizione di entropia in un’ altra forma, esprimendola direttamente in termini della funzione
di distribuzione. Abbiamo infatti

logw(E) = a + BE (3.37)

cosi che
S =1log AT = —logw(E) = —(logw(E,)) = = _ pnlog pn = —tr(plog p) . (3.38)
Torniamo al sistema chiuso e supponiamo che AI'y, A5, ... siano i pesi statistici dei vari sottosistemi, allora il peso

statistico dell’ intero sistema puo essere scritto come
AT =[] AT, (3.39)
i
chiaramente

S=>"5;, (3.40)

i
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cioe I’ entropia & addittiva.
Ritornando adesso alla funzione di distribuzione microcanonica per un sistema chiuso,

dT;
dE;
S [
x 8(E — Ey)e HAEZ

x 6(E — Eo)e® [ [ dE; , (3.41)

dove S =Y, 5,(E;) ed E =Y, E;. Ora sappiamo che i valori pitt probabili delle energie E; sono i loro valori medi E;.
Questo significa che la funzione S(F1, Es,...) deve avere il suo massimo quando E; = E;. Ma gli F; sono appunto i
valori delle energie dei sottosistemi che corrispondono all’ equilibrio statistico completo del sistema. Cosi raggiungiamo
I’ importante conclusione che I’ entropia di un sistema chiuso in uno stato di completo equilibrio statistico ha il suo
massimo valore (per una data energia del sistema Ey).

C. Gibbs ensembles
1. Numero di particelle fissato

Ritorniamo adesso al problema di trovare la funzione di distribuzione del sottosistema, cio¢ di una qualunque
parte macroscopica che sia una piccola parte di un sistema chiuso grande. A tale scopo applichiamo la distribuzione
microcanonica all” intero sistema. Chiameremo “mezzo” cio che resta del sistema tolta la parte macroscopica piccola.
La distribuzione microcanonica puo essere scritta come

dw x §(E + E' — Epy)dldl” | (3.42)

dove E,dI’ e E’,dI" si riferiscono rispettivamente al sottosistema ed al mezzo ed Ey ¢ I’ energia del sistema chiuso
che deve essere uguale alla somma F + E’ delle energie del sottosistema e del mezzo.

Il nostro scopo e quello di trovare la probabilita w, di uno stato del sistema in modo tale che il sottosistema sia in
qualche ben definito stato quantistico (con energia E,,), cioé uno stato microscopico ben definito. Prendiamo allora
dl’ = 1, poniamo E = E,, ed integriamo rispetto a I/

Prn X /5(En + E' — Ep)dl’

GS,
x / ——6§(E, + E' — Ey)dE’

AFE'
S/
e
x ( AE’) . (3.43)
E'=Eo—E,
Usiamo adesso il fatto che siccome il sottosistema e piccolo la sua energia F,, sara piccola rispetto a Ej
dS'(E
S"(Ey — En) ~ S'(Eo) — EnM . (3.44)
dEy

La derivata dell’ entropia rispetto all’ energia ¢ semplicemente 8 = 1/(kgT) dove T ¢ la temperatura del sistema
chiuso (che coincide con quella del sottosistema con esso in equilibrio). Cosi troviamo finalmente

pn o< e B (3.45)

Questa ¢ nota come la distribuzione di Gibbs o distribuzione canonica. Possiamo allora scrivere p, = Ae P e
determinare la costante di normalizzazione A usando la definizione di entropia S = —(ln p,,). Si trova cosi

S=-InA+BE, (3.46)

quindi A = ePE—kETS) — ¢BF (ove F &1’ energia libera di Helmholtz e si trova infine

pn = ePE—En) (3.47)
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Dalla condizione di normalizzazione si ricava inoltre

Z=e Pt = Z e PEn (3.48)

dove Z e nota come funzione partizione.

2. Numero di particelle variabile

Vogliamo adesso generalizzare la distribuzione di Gibbs ad un sottosistema (una parte del sistema contenuto in un
certo volume) con un numero variabile di particelle (all’ interno del dato volume). Qui tratteremo il caso di particelle
identiche. La funzione di distribuzione adesso dipende non solo dall’ energia ma anche dal numero di particelle N
dello stato quantistico del sottosistema. I livelli energetici F,,n sono ovviamente diversi per diversi N. La probabilita
che il sottosistema contenga N particelle e sia nell’ nesimo stato sara chiamata p, .

Troveremo adesso

P o 5 (Bo—Enn ,No—N) 7 (3.49)

dove la quantitd AE’ & considerata costante.
Espandiamo poi S’ in potenze di F,ny ed N e ci fermiamo ai termini lineari. Inoltre abbiamo

dS = BdE + fPdV — BudN (3.50)
da cui segue
S/(EO — EnNa N() — N) ~ S/(E(),No) — ﬂEnN + B,LLN y (351)

dove il potenziale chimico e la temperatura sono le stesse per il sottosistema ed il mezzo essendo questi in equilibrio.
Ny & il numero di particelle del sistema chiuso.
Cosi otteniamo per la funzione di distribuzione I’ esprressione

pun o PBN=Enn) (3.52)

Questa € nota come la distribuzione gran-canonica. La condizione di normalizzazione diventa adesso
E E PN =1. (3.53)
N n

Possiamo allora scrivere p,n = AePN=Enn) ¢ determinare la costante di normalizzazione A usando la definizione di
entropia S = (ln p, ). Si trova cosi

S=—InA+B(E—uN), (3.54)

= ePE—kBTS—uN) — o2 qoye Q) & il gran potenziale termodinamico e si trova infine

quindi A
pun = P EFHN=Eun) (3.55)

Dalla condizione di normalizzazione si ricava inoltre

0= = Zeﬁ“N ZeiﬁE"N , (3.56)
N n

dove O ¢ la funzione di partizione dell’ insieme gran canonico.

D. Rappresentazioni

La matrice densita puo essere scritta in rappresentazione delle coordinate o in rappresentazione degli impulsi.
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1. In rappresentazione delle coordinate si avra

V(@ () = Y CrCntbm(@) ¥y (d) (3.57)
= S bt (@5 (3.58)
nm
= plg,q) - (3.59)
2. In rappresentazione degli impulsi dobbiamo introdurre gli autostati ,(q) e4/" dell’ impulso P = —ihV.

Questi formeranno un sistema ortonormale ( [ 9% (q)1y (q) dg = 6(p—p')) completo ( [ ¥ (q)¥p(q") dp = d(q—¢')).
Inoltre lo stato del corpo macroscopico in rappresentazione degli impulsi si scivera ¢(p) = [ Yi(@)y(q)dg =

>0 Cn [¥5(0)¥n(q) dg. E la matrice densita

PP () = D CrCom / Vp(@)¥m(q) dg / Uy (9)¥r(q) dg (3.60)
= 3t [ 4@ @ Vo) da (3.61)
— [ a5 @ a) dady (3.62)
= p(p,p) . (3.63)

La densita di probabilita per le coordinate ¢ pertanto

P(q) = p(q,q) - (3.64)
Per gli impulsi
P(p) = p(p,p) - (3.65)

In meccanica classica la funzione densita f(p,q) nello spazio delle fasi ha le seguenti proprieta

PG) = [ foa)da. (3.66)
P(q) = /f(pﬂl)% : (3.67)

Ci chiediamo se esista in meccanica quantistica una funzione f(p,q) che soddisfi queste equazioni. La risposta ¢ la
funzione di Wigner fw (p,q)

Fw(p.g) = / o+ 1/2.q — n/2)e Py (3.68)

dove per verificare la (3.66) & necessario il seguente cambiamento di variabili ¢ +7/2 — g e ¢ — /2 — ¢'. Vediamo
cosi che se h(p, q) & o solo una funzione delle p o solo delle g allora

i) = [ oo, 0hip. ) (3.69)

Sebbene la funzione di Wigner soddisfi le Eq. (3.66)-(3.67]), non pud essere considerata come la densitad di proba-
bilita di trovare la particella in ¢ con quantita di moto p poiche fyr puo diventare negativa per alcuni valori di p e di

q.
E. Il teorema di spin e statistica

Nella meccanica classica, particelle identiche (gli elettroni per esempio) non perdono la loro “individualitad”, nonos-
tante 1’ identita delle loro proprieta fisiche. Infatti possiamo sempre immaginare di “numerare” le particelle ad un
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qualche istante, e seguire il moto successivo di ciascuna particella nel suo cammino; cosl a ciascun istante le particelle
possono essere identificate.

In meccanica quantistica la situazione € completamente differente. A causa del principio di indeterminazione il
concetto di cammino di di un elettrone perde il suo significato. Se la posizione di un elettrone ¢ conosciuta ad un
dato istante temporale le sue coordinate non hanno alcun valore definito ad un istante successivo.

Quindi in meccanica quantistica non c’¢ in principio alcun modo di seguire separatamente ciascuna di un certo
numero di particelle simili e quindi di distinguerle. Possiamo dire che in meccanica quantistica particelle identiche
perdono completamente la propria “individualita”. L’ identita delle particelle rispetto alle loro proprieta fisiche risulta
nella completa indistinguibilita delle particelle.

Il principio di indistinguibilita di particelle simili gioca un ruolo fondamentale nella teoria quantistica di sistemi
composti da particelle identiche. Iniziamo col considerare un sistema di sole due particelle. A causa dell’ identita
delle particelle, gli stati del sistema ottenuti I’ uno dall’ altro da un semplice scambio delle due particelle devono
essere completamente fisicamente equivalenti. Questo significa che, a causa di questo scambio, la funzione d’ onda del
sistema pud solo cambiare per un fattore di fase. Sia ¥(&1,&2) la funzione d’ onda del sistema, dove & e £ denotano
convenzionalmente le tre coordinate e la proiezione dello spin di ciascuna particella. Allora si deve avere

P(&1,&2) = “P(&,61) (3.70)

con « una costante reale qualunque. Ripetendo adesso lo scambio, si ritorna allo stato originario, mentre la funzione
1 & moltiplicata per e*®. Ma allora da e** = 1 segue '* = +1. Cosi

w(£1352) = iw(&,fl) 9 (371)

N

Raggiungiamo cosi il risultato che ci sono solo due possibilita: la funzione d’ onda € o simmetrica o antisimmetrica. E
chiaro inoltre che le funzioni d’ onda di tutti gli stati di un dato sistema devono avere la stessa simmetria; altrimenti,
la funzione d’ onda di uno stato che era una sovrapposizione di stati con diversa simmetria non sara ne simmetrica
neé antisimmetrica.

Questo risultato puo essere immediatamente generalizzato a sistemi costituiti da un qualunque numero di particelle
identiche. E infatti chiaro dall’ identita delle particelle che, se una qualunque coppia di particelle ha la proprieta di
essere descritta da funzioni d’ onda simmetriche, per esempio, una qualunque altra coppia di tali particelle deve avere la
stessa proprieta. Quindi la funzione d’ onda di particelle identiche deve o rimanere inalterata quando una qualunque
coppia di particelle viene scambiata (e quindi quando le particelle sono permutate in una qualunque maniera), o
cambiare segno. Nel primo caso si parla di una funzione d’ onda simmetrica e nel secondo caso di una antisimmetrica.

La proprieta di essere descritti da funzioni d’ onda simmetriche o antisimmetriche dipende dalla natura delle
particelle. Particelle descritte da funzioni d’ onda antisimmetriche si dice che soddisfano alla statistica di Fermi-Dirac
(o che sono fermioni), mentre quelle che sono descritte da funzioni d’ onda antisimmetriche si dice che soddisfano alla
statistica di Bose-Einstein (o che sono bosoni).

Dalle leggi della meccanica quantistica relativistica (in particolare dalla richiesta di una energia definita positiva) si
puo mostrare che la statistica soddisfatta dalle particelle dipende soltanto dal loro spin: particelle con spin semi-intero
sono fermioni e quelle con spin intero sono bosoni.

F. Il gas ideale di bosoni e di fermioni

Troveremo adesso il gran potenziale termodinamico per un sistema di molte particelle identiche bosoniche o
fermioniche libere in equilibrio termodinamico ad una temperatura inversa 8 = 1/kpT. L’ Hamiltoniana del sis-
tema e

e Ny e
2m 2 Vi, (3.72)
dove m & la massa delle particelle.
La matrice densita di un sistema di molte particelle distinguibili (di Boltzmann) libere soddisfa all’ equazione di
Bloch
9pp(B) A

—55 = —Heo(8), (3.73)

pp(0)

I
~

(3.74)
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dove [ &1 operatore identita. I’ Eq. 1' risolta in rappresentazione delle coordinate g = (x1, 3, ..., zy), dove a;
¢ la posizione della particella i—esima nello spazio tridimensionale, ha come soluzione

3N/2
m - (x;—2x! 2
pD(iL'l,xZa-~-7$N733/1>$/2a-~-7$§v§5): (27‘(’712/6) e 2h2B 2 W) , (375)

Tenendo in considerazione la indistiguibilita delle particelle per descrivere un sistema di Bosoni privi di spin o un
sistema di Fermioni di spin 1/2 & necessario introdurre le seguenti matrici densita

pB(IlamQa"'7$N7I/13z/2a"'7x/1\/';5) =

1

ﬁZPD(MJ%--~,=’EN,5”IP1,$/1>27--~7$/PN§5) ) (3.76)
P

pF(TI;TQr"7TN>r11ar/27"'aT§\/';6) =

1 N

ﬁngn(P) Hé(oi,a}i)l pp(T1, T2, TN, Ty, gy TN B) (3.77)
P i=1

dove r; = (x;,0;), la sommatoria & sulle permutazioni di N oggetti, 6 é una funzione delta di Kronecker e sgn(P) ¢ il
segno della permutazione P.
B,F
Le funzioni di partizione dell’ insieme canonico per i due sistemi (Zp r = e ¥~ = tr(pp r)) sono

Zg = /dwl...dmN pB(T1,Z2, ..., TN, Z1,Z2y ..., ZN; )
1
= WZ/dxlde pD(xl,xg,...,I'N,xpl,xpg,...,xp]\];ﬂ), (378)
P
+1/2
Zp = /dxl...de Z pr(ri, o, .., TN, 71,72, ..., TN; )
01,...,ON
1
= ﬁngn(P)K(P)/dxl...do:N pp(T1,Z2, ..., ZN,Zp1,Tp2, ..., ZpN; ), (3.79)
P

dove K(P) = ZUI,WUN 0(o1,0p1) - 0(oN,0PN)
Una qualunque permutazione pud essere scomposta in cicli: P = (Cy,Cs,...,Cxn) = {C,} dove C, ¢ il numero dei

cicli di lunghezza v in P. Avremo allora 25:1 vC, = N. Troviamo allora in termini di C,

sgn(P) = (—1)Zm D0 — (L)N-EiL O (3.80)
K(P) = 2Z050v (3.81)
Definiamo adesso n(Ch,...,Cy) come il numero di permutazioni che hanno C,, cicli di lunghezza v (v =1,...,q)
n(Ci,...,Cq) = Hy(é\Z"VC”) . (3.82)
Definiamo anche
m ™" ~ 35 (21— 22)*+ (2= 20) oo (0 —21)7]
h, = (W) /dwl...dx,,e 2h2 ,
m 3/2
-V <m2ﬂy) , (3.83)

dove V e il volume occupato dal sistema di particelle.
Per esempio per il sistema di Bosoni possiamo riscrivere la funzione di partizione dell’ insieme canonico come segue

N

Zn = 3 S J[ )

v=1

1 N o
{c,y v v=1
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Questa ¢ una somma difficile da compiere & allora conveniente lavorare nell’ insieme gran canonico (lasciando variare
il numero di particelle N da 0 ad oo). Per la funzione di partizione dell’ insieme gran canonico si trova

O = Fr=)" e PNt (3.85)
N=0

dove u ¢ il potenziale chimico, z = e# I’ attivita ed Q il gran potenziale termodinamico. Si trova cosi per i due
sistemi in esame

0o N v
Op = > ZHA, (3.86)
N=0{C,}

8

% P (—1)#=DC0 (3.87)

Il
::2 I

OF

2
Il

v

o
~
Q
—

v

Adesso osserviamo che la doppia sommatoria & equivalente a sommare ciascun C,, indipendentemente (per dimostrare
questo ¢ necessario mostrare che ciascun termine in un caso appare una ed una sola volta nell’ altro, e vice versa.
Questo si vede facilmente mentalmente). Cosi si trova

T [hu(zl//y)]cu - hy (2" /v)
op = [[ Y. ML Tentm (3.89)
v=1C,=0 v=1
o= [hy(2Y /)]G v 2y yr-1
9F2H27[ (CZ!)] 20 (=) Y "—He“/ (3.89)
v=1C,=0
O anche
m 3/2 0 %
9 =~ (353) Ve o
3/2 e v—1_v
B m (-1 1z
BQp = — (%hgﬂ) gv;iyw2 : (3.91)

dove g = 2s + 1 = 2 & la degenerazione di spin. Possiamo allora introdurre le due funzioni monotone strettamente
crescenti,

]

bu(z) = Z% (3.92)
x© V—lZIJ
fulz) = ZL, (3.93)

e ricordando che la lunghezza d’ onda di de Broglie & A = /273h2/m, si trova per I’ equazione di stato dei Bosoni
(usando le definizioni PV = —Q and pV = —z06Q/9z)

g
pP = Ebsﬂ(z) ) (3.94)
g
p = EbS/Q(Z)v (3.95)
dove nel caso studiato g = 1. E per quella dei Fermioni
g
pP = FJ%/Q(Z) ) (3~96)
g
p = Ff3/2(2)a (3.97)

dove nel caso studiato g = 2.
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Ricordandosi che I’ energia interna del sistema di particelle & data da E = —91n©/98 si trova in entrambi i casi
3
E= §PV . (3.98)

A densita p molto basse, e ad alte temperature T', quando ,0/T3/2 ¢ molto piccola, bz 2(2) = f3/2(2) € molto piccola
e z ¢ molto piccola. In questo caso bg/o(z) = bs/2(2) = f3/2(2) = fs5/2(2) = z e si trova per il gas quantistico
E/V = (3/2)KpTp. Si ritrova cosi il limite classico.

Per i Bosoni al diminuire della temperatura (e densita fissata), bs/o(2) aumenta e z si avvicina ad 1. Per z > 1,
b, (z) diverge quindi il gas ideale di Bosoni deve avere potenziale chimico minore di zero. bg/5(1) = ((3/2) ~ 2.612 e
bs/2(1) = ((5/2) ~ 1.341 dove ( ¢ la funzione zeta di Riemann. La temperatura T, per cui si ha z = 1 & chiamata la
temperatura critica per la condensazione di Bose-Einstein

orh? ( plg \*/*
T, — Pr9 . 3.99
mkx (2.612 (3.99)

Per T' < T, il numero totale di Bosoni con energia maggiore di zero sara quindi Ny = N(T/Tc)s/z. I rimanenti
No = N[1 — (T/T.)?/?] Bosoni sono nello stato di energia pitl basso, i.e. hanno energia zero. L’ energia diventa

3 gkpT
5 5%1)5/2(2) T>T,
§W 5/2( ) <lc
ed il calore specifico a volume costante Cy = (OU/IT)y diventa
15 g 9 b3 /2(2)
29 _Z T,
Cv _ ) 4 pAs 5/2(2) 4 by /2(2) g (3.101)
Nkg ) 1594 ) T<T,
1 o3I ¢

e come funzione della temperatura mostra una cuspide in T' = T.. Il solo sistema di Bose che esiste alle basse
temperature ¢ I’ *He liquido. Ad una temperatura di 2.18 K esibisce la transizione A alla quale il calore specifico
diventa logaritmicamente infinito. Poiche gli atomi di *He obbediscono alla statistica di Bose & naturale supporre
che questa transizione sia la condensazione di Bose-Einstein modificata dalle interazioni intermolecolari. Questo e
supportato dal fatto che tale transizione non si osserva nell’ *He liquido i cui atomi obbediscono alla statistica di Fermi.
Inoltre usando la massa dell’ “He e la densita dell’ elio liquido si trova una temperatura critica di T, = 3.14 K che
risulta essere del giusto ordine di grandezza. Infine ¢ importante sottolineare come la condensazione di Bose-Einstein
possa avvenire solo quando il numero di particelle & conservato.
Per i Fermioni si puod estendere le funzioni f,(z) a z > 1 nel modo seguente

4 [ 22
fay2(2) = \ﬁ/@ 1 de . (3.102)

G. L’ espansione di Wigner-Kirkwood (Samaj and Jancovici, 2007)

Supponiamo che il sistema di N particelle viva nello spazio infinito Q = R?. Le sue proprieta’ all’ equilibrio
nel regime quasi classico possono essere espnase in potenze di 722 usando I’ espansione di Wigner-Kirkwood standard
(Kirkwood, |1933; |Wigner} 1932) che trascura gli effetti di scambio dei Bosoni o dei Fermioni. La denista di Boltzmann
nello spazio delle configurazioni ¥ = (ry,ra,...,ry) puo essere scritta formalmente nella base di onde piane come un
integrale dN dimensionale definito in (2

N d ) .
Bs(r) = (rle P |r) = / ﬁe—(1/h)p~re—,6’He(%/h)pdr : (3.103)
dove p = (p1,pP2;-..,pPn) € il vettore dN dimensionale quantita di moto. Consideriamo la trasformata di Laplace
della matrice densita
1 e 3
. = / dBePze=PH (3.104)
H+z 0
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e concentriamoci nel generare una espansione in potenze di i per

o mpr_ 1 /mpE (3.105)
H+z

A questo scopo riscriviamo H + z = D + O, dove D e un c-numero

1

D= %pQ +U®F) + 2, (3.106)

e O un operatore
1 S\ 2 1
— —ih ) _ - p2 1
o 2m(zv Tl (3.107)
ed espandiamo
1 1

== =0=+4+ = — — ... 1
"D DOD D(’)DOD (3.108)

Si pud facilmente verificare che data una qualunque funzione f(r) si ha

. 2
O [@)etmEe] = _emes [mp e hﬁ?] £ . (3.109)
m 2m
Si trova cosi
o—G/mpr_1 /mpr _ Z v el Ll (3.110)

Il termine di ordine n in questa equazione & un polinomio in & in potenze comprese tra A" e A%". Questo significa
che il troncamento della serie (3.110) a qualche ordine n fornisce tutti i A—termini fino all’ ordine A™. Svolgendo le
derivate, prendendo la trasformata di Laplace inversa usando la formula

N ) 1
Di — (j—1)! 02771 2+ p2/(2m) + U(F)
00 Bj_l
= / dB e=P: =B/ C@mIU@] i o . (3.111)
0 (j—1)!

ed infine integrando sulla quantita di moto p, si trova la densita di Boltzmann nello spazio delle configurazioni ([3.103|)
in termini di serie come segue

(Fle PH|F) = i Bgﬂ)(f) , (3.112)
n=0
dove
B (¥) = N%e_BU, (3.113)
B (¥) = N%e—ﬁffg [—§V2U+ﬁ;( U) } : (3.114)
B = AiNe—,BU{;i [ﬁsz_ﬁ (v(]) } +A4[.,.]} , (3.115)

ecc. Concludiamo quindi che la densitd di Boltzmann nello spazio delle configurazioni ¢ data, all’ ordine A%, da

. 23 2
(1"’|6’5H|F} — L {eﬂU {1 — Aﬂsz] + Ai

=92 _BU 4
X T w Ve o )} . (3.116)

Si osservi che le potenze dispari di A non compaiono nell’” espansione di Wigner-Kirkwood. Questo ¢ dovuto al fatto che
I’ integrazione dei termini con potenze dispari delle componenti della quantita di moto su tutta 1’ asse corrispondente e
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nulla. Inoltre il termine Zjvzl V? exp(—BU) da un contributo nullo quando integrato sulla coordinata della particella
7.
La unzione di partizione del fluido di N particelle (trascurando gli effetti di scambio) ¢ data da

1 N
7 = ﬁ/Qdf (Fle PH|r) (3.117)
Indicando con un indice ¢l in basso le quantita calcolate con la meccanica statistica classica si avra
1 dr =
_ —-BU
Za = NI Q AN © © (3.118)
per la funzione di partizione classica, troviamo allora
AB =y 4
™
dove abbiamo indicato con (...). the classical average. Per 1’ energia libera F definita da —3F = In Z si trova
A2 -
F=F,+-—(VU)uy+O0O(AY), (3.120)
48T
Per definire quantita fisiche macroscopiche si definisce la media quantistica di una funzione f(r) come segue
1 ~
()= /Q dF (Fle=P |7 £ (7) . (3.121)

A livello di singola particella si introduce la densita di particelle

plr) = <Z 5(r — rj>> — () (3.122)

dove n(r;T) & la densita di particelle microscopica. A livello di coppie di particelle si introduce la densita a due corpi

N
PP (r,r') = < > o —r;)o( — rk)> . (3.123)

Gk=1
J#k
L’ espansione di Wigner-Kirkwood per la densita di particelle diventa allora
A? 2 A25 =2 ~ A2 (R 4
pr) = |1+ 5oV | pae) + G [pa @) (V) = (3l VAU @).] + O(AY) (3.124)

Se il fluido €’ omogeneo con p(r) = p si trova il risultato triviale p(r) = p.
La funzione di distribuzione radiale per il fluido omogeneo ed isotropo, g(r) = [, p@(r' + r,1')/(Qp?), ha I
espansione

g(r) = {1 + AQVQ} ger(r) +

487
A?S =9 ol O(r —rjk) @0, o 4
4877'(' gcl(r><v U>cl - Z Tva U(I‘) +O(A ) . (3125)
J,k=1
JF#k cl

H. Integrale di cammino con tempo immaginario (Ceperley, 1995)

Supponiamo di conoscere gli autovalori, F;, ed autofunzioni, ¢;, esatti di una Hamiltoniana H. La probabilita che
un dato stato ¢ sia occupato quando siamo all” equilibrio termodinamico ad una temperatura assoluta 7 é e BEi con
B =1/kpT. Quindi, il valore all’ equilibrio di un operatore O &

(0) =271 e 7561, 001) , (3.126)
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e la funzione di partizione

Z=Y eF, (3.127)
%

In notazione operatoriale possiamo riscrivere queste equazioni piu semplicemente come Z = tr(e‘BFI ) e <O) =
tr(Oe‘Bﬁ )/Z. L’ operatore e=PH ¢ 1a matrice densita. Non consideriamo la matrice densitd come normalizzata dalla
funzione di partizione.

Per semplicita lavoriamo nel’” insieme canonico con fissati, numero N di particelle, temperatura T' e volume 2.

Sebbene le traccie appena introdotte possano essere calcolate in una qualunque base completa, lavoreremo esclusi-
vamente nella base delle posizioni che individuano le particelle. In questo modo tutti gli elementi della matrice densita
saranno non-negativi e possono essere interpretati come probabilita.

La matrice densita termica sara quindi

p(R,R';8) = Z e PEigr(R)ps(R) , (3.128)

dove R = (r1,ra,...,ry) con r; la posizione della particella i-esima.
La formula di integrale di cammino per la matrice densita del sistema a molti corpi si ottiene lavorando ad una
temperatura MT ed usando la seguente relazione

e PH — (emTH)M (3.129)

conT=p /M il passo nel tempo immaginario che si estende da 0 a .
Se H=K +V dove K &1’ energia cinetica e V quella potenziale, e T & sufficientemente piccolo (o M sufficientemente
grande) possiamo usare la seguente identita operatoriale

e TEAV)+ T [K V4 _ 7K =7V (3.130)
In particolare & possibile usare la formula di Trotter
e PH = ]\}iinoc(e—Tke—TV)M . (3.131)
Possiamo cosi usare la seguente approssimazione primitiva
p(Ro, Ra;7) ~ /de Z@(RO)G_TR@(RHZ@(Rl)eqv%(}b) ; (3.132)
i J

dove abbiamo usato I’ ortonormalita’ della base {¢;}.
Poiche il potenziale € diagonale in rappresentazione delle posizioni, si trova

S0 (Ri)e TV i(Re) = e TVIEIS(Ry — Ry) | (3.133)

dove abbiamo usato la completezza della base {¢;}.

La matrice cinetica puo essere calcolata usando 1’ espansione in autofunzioni dell’ energia cinetica. Consideriamo
per il momento particelle distinguibili di massa m in un cubo di spigolo L con condizioni periodiche al contorno. Le
autofunzioni ed autovalori esatti dell’ energia cinetica saranno L—3V/2¢*Knf ¢ AK, con A\ = 1i2/2m ed n un vettore
con 3N componenti intere. Allora

> 6 (Ro)e K gi(Ry) = 3 L3N e Magmihn(Fo= )

n

CR2
= (4mAr)3N/2e= i (3.134)

dove abbiamo approssimato la somma con un integrale.



25

I. Osservazioni (Lerda, [1992)

Le proprieta statistiche dell” insieme canonico, di un fluido quantistico descritto da una Hamiltoniana H (in questo
contesto il cappello su una quantitd ne stad ad indicare I’ operatore corrispondente) in equilibrio termico ad una
temperatura inversa [ si ottengono dall’ operatore matrice densita

Per un fluido composto da N particelle puntiformi, identiche ed impenetrabili che si muovono in R? lo spazio delle
configurazioni ¢

RN — A
M =———
N Sn

dove

A = {qN :q; =q; perqualche i#j}
Sy = gruppo delle permutazioni di N oggetti

Se chiamiamo x(«) una rappresentazione unidimensionale unitaria del gruppo fondamentale di tale spazio H(M]‘%,),
la rappresentazione della matrice densita nello spazio delle configurazioni puo essere scritta usando la notazione di
integrale sui cammini

N aq (hB)=a'" 1 (hB N N
p@™ a8 = x(a)/ e 07 A (al ()4 (1) dr pgN
aET(ME) ag (0)=a”

Per esempio se d = 3 si trova
(M) = Sy
cioe M3, & N! volte connesso. Ci sono solo due rappresentazioni unitarie unidimensionali di Sy:
(7) 1 identita
X (permutazioni pari e dispari) = +1
che da luogo alla statistica Bosonica.

(it) e

x(permutazioni pari) = +1

x(permutazioni dispari) = —1

che da luogo alla statistica Fermionica.

Se d = 2 si trova
I(My) = B
dove By € un gruppo infinito chiamato gruppo delle treccie del quale esistono infinite rappresentazioni unitarie
unidimensionali parametrizzate da un numero v (che determina la statistica) arbitrario

X (cammini con n treccie tra le coppie di traiettorie di particella singola in R?) = e vnm
che da luogo alla statistica anionica.

Se d = 1, M}; & semplicemente connesso non potendo i cammini cambiare 1’ ordinamento delle particelle (q; (u) <
qz(u) <--- < qn(u)) wue€l0,Bh]. E queste obbediscono quindi alla statistica di Boltzmann.

Immaginiamo di voler calcolare la funzione di partizione di un fluido tridimensionale Bosonico

Z=/p(qN,qN;6)qu
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Nel calcolare p(q¥, q"; ) dobbiamo integrare sui cammini chiusi di M. Immaginiamo che il fluido occupi un volume
L3 con condizioni periodiche al contorno. L’ azione discretizzata nel tempo si puod scrivere

S & [ (@Y ((m—1)7) — g (mr))?
h_z{

e +(r/mUN(a (7))

m=1

dove 7 = hf3/M, con M il numero di intervalli temporali, e A = A?/(2m), ammesso che la lunghezza d’ onda termica
sia molto piu piccola delle dimensioni del recipiente

M /h < L?

Ad alte temperature p ¢ dominata dai cammini chiusi che appartengono alla classe di omotopia corrispondente alla
permutazione identica: il termine cinetico nell” azione penalizza gli altri tipi di cammini, quelli in cui i cammini delle
singole particelle, rappresentati in R? si “scambiano”.

Una qualunque permutazione puo essere espressa come combinazione di permutazioni cicliche. Maggiore e la
lunghezza del ciclo, maggiore ¢ il numero di scambi.

Per determinare quando la statistica comincia ad essere importante nel calcolo di Z, osserviamo che in assenza di
interazione (Uy = 0), la dimensione caratteristica del cammino di una particella & la sua lunghezza d’ onda termica

A/V2m = /28
D’ altra parte la separazione tra le particelle & dell’ ordine di p~!/3. Affinché uno scambio sia possibile deve essere
A2z p 3

Ossia

2/3 52
T<T,="

~

ka

Per temperature piu alte di Tp la statistica non € molto importante.

Osserviamo inoltre che Tp € una buona stima della temperatura critica T, per la transizione alla fase superfluida.
Per il gas ideale di Bose in tre dimensioni, dalla Eq. (3.99)), si ha

T.
=% ~ 21 /(2.6129)%/3 ~ 3.31/¢%/®
Tp

Per il gas ideale di Fermi si trova in dimensione d

14 hr d 14 d
N=g > 1= gw/ dik = gwadkF, (3.135)
k|<kp 0
con ay = 2,0 = 7,3 = 4w/3,.... E per I’ energia di Fermi
(hkp)® _ K2 o p \P
Fr=kpTpr=—"—=—(2 —_— . 3.136
F BLE 2m Qm( ) gag ( )
Quindi abbiamo
TF (27’(’)2

L - (3.137)

Per particelle di spin 1/2, g = 2 e si trova

T 1.2337 d=1
TF ~{ d=2 (3.138)
D 47854 d =3
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J. Problema del segno nei fermioni

E importante osservare come 1’ effetto del potenziale sia molto difficile da valutare quantitativamente in modo
accurato per particelle Fermioniche (come *He). Questo perche il contributo di un ciclo alla somma sulle permutazioni
¢ positivo se il ciclo ha un numero pari di particelle nella sua lunghezza v e negativo altrimenti. A temperature molto
basse i contributi di cicli con ¥ = 51 e ¥ = 52 sono circa uguali ma di segno opposto e quindi si cancellano circa.
E necessario calcolare la differenza tra tali termini e questo richiede il calcolo molto preciso di ciascun termine
separatamente. E molto difficile sommare una serie alternante di termini quando non si conosce una precisa formula
analitica per ciascun termine. Per questo motivo I’ approccio alla fisica statistica di un sistema di Fermioni degenere
tramite 1’ integrale sui cammini non si ¢ ancora rivelato utile.

In effetti in un calcolo di Monte Carlo (Ceperleyl, 1991} 1996]) dove si misura una proprieta O

_J1o

0) = 3.139
0 =15 (3.139)
Si introduce la funzione di distribuzione P del campionamento di importanza
J PO/ P]
(0) = ; (3.140)
J P/ P
e si calcola
;wiO;
(0) = 2= (3.141)

Ziwi 7

dove w; =II;/P; e le somme sono su M punti distribuiti secondo P. Allora la varianza della misura e

- (520

. 2

P — w;(0; — (O

(Zzwz)2<[zz: ( < >)] >P
1

—_— w2(0; — (0))?

5o <zl: i ( ( >)>

9

Q

P

_ 1 I?(0 — (0))*
= M(fn)2/ - , (3.142)

Dove abbiamo assunto che i punti campionati fossero scorrelati. Scegliendo P = ¢2/ f q* e risolvendo 6020 /0g =0 si
trova come distribuzione ottimale

P* x |II(O — (0))] . (3.143)
Si sceglie allora di solito P = [II|/ [|II|. Per Bosoni non ci sono problemi poiche II & ovunque positiva, ma per
Fermioni si trova

oh =0%/E (3.144)

dove I’ efficienza &

2 2 2
€= IH _ M, —M_ _ % _ e—QB(QF—QB) ) (3'145)
J i M Sl

My /M & il tempo medio che la simulazione spende nella regione positiva di IT ed M_ /M il tempo medio nella regione
negativa. L’ efficienza fermionica e proporzionale al quadrato del segno medio: i punti campionati positivi in eccesso
su quelli negativi. Dalle espressioni dei gran potenziali termodinamici per i gas ideali troviamo per esempio

=\ o= No200s (D~ faM)/A® 4 1 (3.146)
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dove b5 /5(1) — f5/2(1) ~ 0.4743. Vediamo cosi che per ogni z 1’ efficienza diventa esponenzialmente piccola nel numero
di particelle. Inoltre per N fissato si trova & = e 28(FFr—F5) e pel limite di alte temperature si trova (Landau and
Lifshitz, [1951)

€ s e 2PNC@TABY /g (3.147)

Mentre nel limite di basse temperature

1N /x\??
 Nbsp(l) (T 82
=it (w) (3.149)

dove F = Nep + QY% con ep = pu I energia di Fermi e QY% = —gVe‘;’;/2/(15772)\3/2) ed N = gV (2mep)3/?/6m%h%. Si
trova cosi nel limite 8 — oo

¢ = e 2 (3.150)

con FO = g(1/6 — 1/15)Ve3/?/(m2)3/2) > 0, che mostra come I efficienza di un calcolo diretto di Monte Carlo sui
fermioni diventi esponenzialmente piccola all’ aumentare di 8 ed N. Proprio la dove la fisica diventa interessante.

K. Spazio curvo

Se poi il fluido si trova in uno spazio curvo di dimensione d con metrica g,5(q) la matrice densita si scrive (Schulmanl,
1981))

M—-1

o™ a9 = [ ota™. (0 = )7 pla (s HFH dg™° (jr)

dove

9@ = det||gu(a” (@)l
gll«V(qN) = Ya18 (ql) X ... O GanBn (CIN> )

e nel limite di piccolo 7 per particelle di massa unitaria

p(a™ (27),q™ (1);7) = (2rnh)~ N2 1/4\/17 (27), g ()7)96§/4><

eh‘rR(qN (‘r))/l?e—ﬁS(qN(QT),qN (7);7)

dove R & la curvatura dello spazio, S 1’ azione e D il determinante di van Vleck

28 (2r).a" (7):7)
P = N ar)0g" )

D(q"(27),q"(7);7) = det||Dl]

Per esempio per una particella libera

1, 1
H =59 Ppaps = 39054 q°

Sta(2r).a(r)ir) = yd(a(2r).a()/7

dove d(q,q’) & la distanza geodesica tra q e q'.
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IV. TEORIA DELLA RISPOSTA LINEARE

Presentiamo qui appendice 5 in (N.H.March and M.P.Tosi, [1984). Ossia una discussione formale della funzione
della risposta lineare in densitd K(r — r’,¢ — ¢’) per un fluido omogeneo. Indichiamo con V; il potenziale “nudo” nel
vuoto.

L’ accoppiamento del fluido al potenziale perturbante ¢ descritto dall’Hamiltoniana

1'(0) = [ deplo)Vicr.) (4.1)

dove p(r) & Poperatore di densita di particelle (dove assumiamo implicitamente che il valor medio della densita & stato
sottratto da p(r)). Questo accoppiamento deve essere trattato da l'ordine pilt basso in teoria delle perturbazioni. Il
cambiamento di densita ¢ dato da

sn(r, 1) = tr{[w(t) — wo(t)]p(r)}, (4.2)

dove tr denota la traccia e w(t) & la matrice densita perturbata, il cui valore non perturbato & wg. Consideriamo
quindi 'equazione di Schrodinger per w(t),

ow(t)

zhiat

= [H+ H'(t), w(?)]
~ [H,w(t) — wo] + [H'(t), wo), (4.3)

dove H & ’Hamiltoniana del fluido non perturbato, la parentesi [A4, B] denota il commutatore AB — BA e nell’ultimo
passaggio abbiamo linearizzato ’equazione nell’effetto della perturbazione, usando [H,wg] = 0. L’equazione prece-
dente ¢ soggetta alla condizione iniziale

lim w(t) = wy. (4.4)

t——o0
Se il fluido parte da uno stato di equilibrio termodinamico, abbiamo
wo = exp(—FH)/tr{exp(-BH)} p=1/(ksT). (4.5)

La soluzione formale dell’equazione linearizzata (4.3]) ¢

w(t) —wo = (ih) ! / dt' exp{—iH(t —t")/h}[H'(t'), wo] exp{iH (t — t')/h}. (4.6)

— 00

Inserendo questo risultato nell’equazione (4.2)) ed usando l'invarianza ciclica della traccia, tr{ AB} = tr{ BA}, possiamo
scrivere il risultato desiderato nella forma

sntr.t) = (<i/m) [ [ at (ote.0). e’ O PVile’ ) (4.7)

Qui la parentesi (A4) = tr{wpA} denota il valor medio sullo stato di equilibrio e p(r,t) & I'operatore di Heisenberg
p(r,t) = exp(iHt/h)p(r) exp(—iHt/R). (4.8)
Quindi
Kle =1/t — 1) = (—i/ Bt — ) [plr, 1), p(x', ). (19)

Questo risulato chiaramente incorpora tramite la funzione scalino di Heaviside la proprieta di causalita.
Introducendo la notazione

X'(k t —t') = (1/2h) / d(r —1') exp[—ik - (r — r')[([p(r, 1), p(x',1)]), (4.10)

¢ chiaro dall’equazione (4.9)) che la trasformata di Fourier di K & lintegrale di convoluzione della trasformata di
Fourier di x”(k,t), che indicheremo con x”(k,w), e della funzione scalino 0(t), dove quest’ultima & i/(w + in) con 7
un infinitesimo positivo. Possiamo quindi scrivere x(k,w), la trasformata di Fourier spazio temporale di K, come

k) == [~ ) -+ i) (a.11)

—0o0
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Con la solita regola (w +in)~! = P(1/w) — iné(w), dove P denota la parte principale di Cauchy, questo pud essere
scritto come

(e w) = —P /jo d% ) /(@ — )+ ix" (k). (4.12)

Dal fatto che x” (k, t) coinvolge un commutatore di operatore hermitiani ¢ facile dimostrare che x”(k,w) & una quantita
reale. Quindi abbiamo 'identificazione

Imy(k,w) = X" (k,w). (4.13)

A. Teorema di fluttuazione-dissipazione

Ci preoccupiamo adesso della relazione tra la funzione di risposta in densita ed il fattore di risposta dinamica di
van Hove S(k,w). Definiamo la funzione di autocorrelazione in densita

Gr—rt-t)= %(p(r, Hp(r' 1)) (4.14)

la cui trasformata di Fourier spazio-temporale ¢ denotata con S(k,w). La connessione tra G e K nell’equazione (4.9))
¢ ovvia e troviamo immediatamente in trasformata di Fourier

oo dw/

x(k,w) = (n/h)/ o 190k w) = S(=k, —w)]/(w = ' + in). (4.15)

Questa ha la stessa forma dell’equazione cosi
Imyx(k,w) = (—n/2R)[S(k,w) — S(=k, —w)]. (4.16)
Per un fluido in equilibrio termodinamico si ha
S(—k, —w) = exp(—hfw)S(k,w). (4.17)

Per dimostrare questa relazione osserviamo inizialmente che € equivalente a
0
G(-r,—t) =exp —zhﬁa G(r,t), (4.18)

poiche in trasformata di Fourier 0/0t — —iw. L’equazione (4.18]) puo a sua volta essere dimostrata tramite i passaggi
seguenti che usano nuovamente l'invarianza ciclica della traccia e la definizione di operatore di Heisenberg:

tr{exp(—=BH)p(0,0)p(r,t)} = tr{p(r,t)exp(—SH)p(0,0)}
— tr{exp(—BH)p(x,t — ihB)p(0,0)}
= exp(—thpo/ot)tr{exp(—LH)p(r,t)p(0,0)}. (4.19)

B. Relazioni di Kramers-Kronig

La causalita impone che la funzione di risposta K(r,t) debba annullarsi per ¢ < 0. Cioe il sistema & influenzato
solo dall’azione passata della perturbazione esterna. Introducendo la funzione di risposta “intermedia” x(k,t) come
la trasformata di Fourier di K(r,t) sullo spazio, abbiamo

x(k,t) =0 for t<0. (4.20)
D’altra parte,
> dw .
x(k,t) = o exp(—iwt)x(k,w). (4.21)
oo 2T
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Estendendo la definizione di x(k,w) da frequenza reale a complessa, possiamo calcolare questo integrale tramite

metodi di contorno, e per t < 0 possiamo chiudere il contorno col semicerchio all’infinito al di sopra dell’asse reale. Il

contributo dall’integrazione sul semicerchio si annulla, poiche x(k,w) oc w™2 ad alta frequenza. Quindi la proprieta

di causalita ¢ garantita se x(k,w) € analitica nella parte superiore del piano della frequenza complessa.
Consideriamo adesso l'integrale

f X&) g g (4.22)

w—w

sul contorno I' indicato in Figura Questo integrale si annulla grazie alla proprieta di analiticita di x(k,w). 11
contributo dal semicerchio all’infinito €’ nuovamente zero, e quindi

P/ dw’ X ) —imx(k,w) =0 (4.23)

dove P denota la parte principale di Cauchy dell’integrale sull’asse reale ed il secondo termine deriva dall’integrazione
sul piccolo semicerchio attorno al punto w. Se adesso dividiamo x(k,w) nelle sue parti reale ed immaginaria, si trova

Rex(k
P/ du’ eX w) + rImyx(k, w) = 0 (4.24)
e
oo I k /
P/ dw’ M — mRex(k,w) = 0. (4.25)
oo W —w

Queste sono le relazioni di Kramers-Kronig.

v

Re w

FIG. 4 Contorno di integrazione sul piano di w complesso.
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